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m’apporter, et pour l’intérêt qu’il a porté à cette thèse.
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Je tiens tout particulièrement à remercier tous ceux avec qui j’ai pu dis-
cuter d’un point ou d’un autre de mon travail, et dont les idées ont permis
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Table des matières

Introduction générale 1

I Diffusion normale 7
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Introduction générale

Qui d’entre nous n’a jamais vu un ivrogne à la sortie d’un bar, en se
demandant si le malheureux allait parvenir à rentrer chez lui ? La théorie
des marches aléatoires a de quoi nous rassurer : si on considère que ledit
ivrogne prendra à chaque carrefour une direction aléatoire, il est certain, du
moins tant que le réseau de rues reste bidimensionnel, de finir par trouver sa
maison. Par contre, ce qui devrait nous inquiéter, c’est que si on considère
qu’il est dans un réseau infini de rues, il mettra en moyenne un temps infini
pour y arriver ! En revanche, si notre ivrogne est encore vaguement capable
de distinguer la ville de la campagne, et qu’il rebrousse chemin avant de sortir
de la ville, alors ce temps moyen devient fini.

Le temps qu’il met pour rentrer chez lui est un exemple de temps de
premier passage. De façon générale, un temps de premier passage est défini
comme le temps mis par un processus stochastique, partant d’un point que
l’on appellera source au cours de cette thèse, pour atteindre (pour la première
fois) une cible. L’utilité du temps de premier passage quantité est loin d’être
limitée à l’étude du mouvement des ivrognes : c’est en fait une quantité fon-
damentale dans l’étude des processus stochastiques. Parmi ses applications,
la plus évidente est sans doute les réactions limitées par la diffusion [41] : si
on considère, dans une réaction chimique, que l’un des réactifs est immobile
(par exemple parce qu’il est accroché à un substrat solide, ou parce qu’il
est beaucoup plus gros que l’autre réactif), et que la réaction est limitée
par la diffusion (c’est à dire que les 2 réactifs réagiront dès qu’il seront en
contact), alors le temps de réaction est exactement le temps de premier pas-
sage. De telles conditions se rencontrent par exemple fréquemment dans des
réactions biochimiques. D’autres applications peuvent être citées, comme la
simulation de modèles d’agrégation limitée par la diffusion [40], les processus
de recherche (par exemple des animaux à la recherche de nourriture [10]).
Les temps de premier passage peuvent également être appliqués à un grand
nombre de problèmes en une dimension [40], mais je me concentrerai dans
cette thèse sur ce qui se passe en deux ou trois dimensions, car le cas de la
dimension un a déjà été très largement étudié par d’autres auteurs [40].
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Pour continuer de définir le cadre de cette thèse, il faut préciser que je
m’intéresserai aux temps de premier passage en milieu confiné. Si l’on file la
métaphore de l’ivrogne, cela correspond au cas où il ne peut pas sortir des
limites de la ville. En termes plus scientifiques, cela signifie qu’on mettra des
conditions aux bords réfléchissantes : notre processus stochastique rebondira
lorsqu’il atteindra un bord du domaine confinant. Pourquoi s’intéresser à ces
domaines ?

Tout d’abord parce que, dans beaucoup de cas physiques, la présence de
bords joue un rôle : une cellule vivante est un bon exemple de milieu confiné.

Ensuite parce que, si les propriétés de premier passage sont dans l’en-
semble connues dans un espace infini [28], très peu de choses ont été dites
jusqu’à présent sur des domaines confinés. Et troisièmement parce que des
comportements nouveaux émergent en milieu fini : par exemple, le temps
moyen de premier passage, qui était infini dans un milieu infini, devient fini
dans un milieu confiné (et, résultat qui est loin d’être intuitif a priori, est
en première approximation proportionnel à la taille du domaine confinant,
comme on le montera dans la suite de cette thèse).

Si le temps de premier passage est le premier objet de cette thèse, ce n’est
pas non plus le seul : d’autres quantités reliées sont également étudiées. La
première d’entre elles est le temps d’occupation, c’est à dire le temps cumulé
passé en un site, ou dans une zone, avant de toucher une cible. Ce temps
d’occupation revêt un grand intérêt pour l’étude des modèles avec désordre
gelé, comme celui des pièges aléatoires [13]. Il est également utile pour des
problèmes de réactions compétitives, c’est à dire des problèmes où un réactif
peut réagir avec plusieurs composés différents, avec des réactivités différentes.
Pour fixer les idées, on peut penser à un facteur de transcription, qui pourrait
se fixer à différents endroits sur l’ADN.

Une autre quantité étudiée est, dans le cas où il existe plusieurs cibles,
la probabilité, dite probabilité de splitting, d’atteindre l’une d’entre elles en
premier, ainsi que le temps moyen mis pour atteindre une cible. Là encore,
on peut citer parmi les applications les réactions compétitives limitées par la
diffusion.

Pour remettre en perspective les connaissances scientifiques au début de
cette thèse, on peut souligner que les propriétés de premier passage en milieu
confiné ont été l’objet d’une attention accrue récemment. On pourra tout
d’abord se référer à l’ouvrage de Redner [40] sur les temps de premier passage.

On peut aussi citer les travaux de Blanco et Fournier [12], prolongés par
Mazzolo[35] et Bénichou et al.[9], sur les temps de retour à une surface, les
travaux de Levitz et al.[31, 32] sur des propriétés (spatiales et temporelles)
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de premier retour à la surface dans des milieux complexes, ou les travaux de
Henry et Batchelor [5, 6, 25] sur les temps d’absorption dans des domaines
où les parois sont absorbantes.

Certains des résultats présents dans cette thèse ont également été ébauchés
auparavant. C’est le cas du résultat central sur les temps moyen de premier
passage sur un réseau fini, où une formule très proche de celle présente dans
cette thèse avait été obtenue par Noh et Rieger [38]. Cependant, comme on
le discutera plus loin, ils n’avaient obtenu aucune estimation quantitative du
temps moyen de premier passage. On peut aussi citer les travaux de Holcman
[46] ou Berezhkovskii [23], qui, dans des milieux continus, se sont intéressés
au temps de sortie via une petite ouverture dans un domaine avec des parois
réfléchissantes. Ces études ont même été étendues à une situation dans la-
quelle le domaine confinant contient un puits de potentiel [30]. Dans le cas,
sur lequel on reviendra plus en détail dans cette thèse, d’une petite sphère
absorbante à l’intérieur d’un domaine réfléchissant, le comportement asymp-
totique du temps moyen d’absorption (dans la limite des petits rayons de la
sphère) a été déterminé de façon exacte par Pinsky [39], mais il ne permet
pas d’accéder à la dépendance en la position de la source.

Il reste encore à préciser la nature des milieux dans lesquels on pourra
étudier ces propriétés de premier passage. L’étude la plus simple sera faite
dans des conditions de diffusion normale : marche aléatoire, comme on l’a déjà
décrite, ou sa limite continue, le mouvement brownien. Ces deux problèmes
seront largement étudiés dans la partie I de cette thèse.

La partie II sera quant à elle consacrée à des milieux un peu plus exo-
tiques, dans laquelle la diffusion, même en milieu infini, a des caractéristiques
différentes de celles des marches aléatoires et du mouvement brownien.

La première de ces caractéristiques est la loi d’échelle vérifiée par l’écart
quadratique moyen. Si on le notre 〈∆r2〉 = 〈(r − 〈r〉)2〉, on a la propriété
suivante pour une diffusion normale :

〈∆r2〉 = 2dDt, (1)

D étant le coefficient de diffusion, et d la dimension de l’espace (sachant
qu’une marche aléatoire telle qu’elle a été définie dans cette thèse a un coef-
ficient de diffusion de 1/2d).

On pourra cependant rencontrer des processus stochastiques vérifiant la
loi suivante :

〈∆r2〉 = 2dKαt
α, (2)

Cette forme de diffusion est dite anormale, et on peut distinguer les processus
super-diffusifs, avec α > 1, et les processus sous-diffusifs, avec α < 1. α est
appelé coefficient de diffusion anormale.
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Des modélisations communes des processus super-diffusifs sont les vols
ou les marches de Lévy [26] (les vols de Lévy étant super-diffusifs dans un
sens étendu, car leur déplacement quadratique moyen diverge) ; en pratique
ils se rencontrent dans de nombreux cas, aussi bien en physique que dans
d’autres sciences, le domaine d’application allant du comportement animal à
l’astrophysique [37].

Les vols de Lévy seront brièvement étudiés, mais on se concentrera surtout
dans cette thèse sur des processus sous-diffusifs.

On peut en première approximation diviser les modèles faisant apparâıtre
de la sous-diffusion en deux catégories. La première rassemble ceux pour les-
quels la sous-diffusion est essentiellement due à des temps d’attente moyens
divergents : on peut ranger dans cette catégorie la marche aléatoire en temps
continu (CTRW) [36, 29], le modèle d’équation de diffusion fractionnaire
(FDE) [36, 45], et le modèle de pièges aléatoires [13]. Le principe de la marche
aléatoire en temps continu est le suivant : entre deux pas, la marche aléatoire
attend un temps, lui aussi aléatoire, régi par une loi donnée. On aura une
sous-diffusion si jamais le temps d’attente moyen est infini. L’équation de dif-
fusion fractionnaire correspond à la limite continue de ce modèle. Le modèle
de pièges aléatoires, quant à lui, ressemble au modèle CTRW, à ceci près que
le désordre est gelé : le temps d’attente associé à un site est fixé une fois pour
toutes. Bien entendu, comme souvent en physique, on obtient des résultats
potentiellement assez différents.

Dans la deuxième catégorie de modèles, qui recouvre en particulier les
fractales [7], la sous-diffusion est due à la structure même du milieu diffusif.
Dans cette thèse, on déterminera dans ce cas une loi d’échelle générale pour
le temps de premier passage, que l’on pourra appliquer aussi bien à des
fractales régulières (tamis de Sierpinski), qu’à des fractales aléatoires (amas
de percolation critiques). Notons que la loi d’échelle obtenue est suffisamment
générale pour être appliquée à des problèmes où la diffusion est normale
(modèle de barrières aléatoires), où même à la super-diffusion, avec les vols
de Lévy.

En ce qui concerne les applications, la sous-diffusion est, tout comme la
super-diffusion, présente dans de nombreux systèmes [36]. On peut trouver
des exemples en physique [44], en géologie [43], ou en biologie [48, 22]. Ce
dernier exemple est probablement un de ceux qui ouvrent les perspectives
les plus vastes : en effet, la diffusion dans la cellule est, aux petites échelles,
sous-diffusive. En revanche, jusqu’à présent, on ne sait pas quelle est l’origine
physique de cette sous-diffusion.

Dans le cas de la sous-diffusion, en plus de son intérêt intrinsèque, qui
est le même que pour la diffusion normale, sachant que pour l’instant l’étude
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des temps de premier passage dans le cas de la sous-diffusion n’a été faite
que dans le cas d’une géométrie 1D [37, 50], l’étude des propriétés de premier
passage peut également offrir un test expérimental de la nature de la sous-
diffusion.

On passera en revue le comportement du temps de premier passage dans
divers modèles produisant de la sous-diffusion, ce qui permettra de révéler
des variations suffisantes entre les modèles pour entrevoir la possibilité d’une
mise en évidence expérimentale.

Notons que le corps de la thèse est complété par un certain nombre d’an-
nexes, essentiellement extraits de versions préliminaires d’articles publiés.
Étant donné qu’ils sont utiles essentiellement en tant que références tech-
niques, je n’ai pas jugé nécessaire de les traduire, et ces annexes restent donc
en anglais.
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Première partie

Diffusion normale
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Introduction

Dans cette partie, on montrera comment calculer les temps moyens de
premier passage , et les quantités associées, à la fois pour une marche aléatoire
(donc un milieu discret), et pour un mouvement brownien (donc dans un
milieu continu). Dans le premier cas, il est possible de proposer une formule
exacte en fonction d’une quantité qui reviendra régulièrement dans cette
thèse : les pseudo-fonctions de Green (de l’équation de Poisson).

Ces pseudo-fonctions de Green peuvent être calculées exactement dans
certains cas, notamment pour les domaines rectangulaires ou parallépipédi-
ques, ce qui donnera des formules parfaitement exactes. En revanche, dans le
cas du mouvement brownien, il sera nécessaire de réaliser une approximation
avant d’arriver au résultat, car la cible n’est plus dans ce cas un simple point,
mais un disque (ou une sphère). Dans le cas d’un domaine tridimensionnel,
je proposerai une estimation de la distribution de probabilité du temps de
premier passage (qui sera désormais désigné par l’acronyme anglais FPT),
avant de discuter sa signification physique.

J’étudierai, dans le cas discret, les temps d’occupation, ainsi que les temps
de sortie par une petite ouverture et, dans les deux cas, je discuterai du cas
où il existe plusieurs cibles. Ce chapitre est essentiellement basé sur l’article
[19], et englobe également les résultats des articles [17] et [18].

Cette partie est divisée de la façon suivante : le chapitre 1 traite des
marches aléatoires en milieu discret, le chapitre 2 du mouvement brownien
en milieu continu, et le chapitre 3 sera consacré à une discussion qualitative
des paramètres à prendre en compte, et des approximations utilisables dans
les cas pratiques.
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Chapitre 1

Marches aléatoires sur réseau

1.1 Temps moyen de premier passage

1.1.1 Description du modèle

Considérons un point réalisant une marche aléatoire sur un réseau borné
quelconque, avec des conditions aux bords réfléchissantes. On veut calculer
le temps moyen de premier passage (MFPT) 〈T〉 de la marche au site cible
T , en démarrant d’un site S au temps 0. Le problème est décrit sur la fig.1.1.

Il existe différentes méthodes qui permettent d’aboutir au résultat. On
en présentera ici deux de façon détaillée, la première parce qu’elle permet de
bien cerner la signification physique du résultat, et la seconde parce qu’elle
est plus générale.

Tout d’abord, il est nécessaire de définir précisément le modèle : on a N
points, dont les positions sont notées r1, . . . , rN dans un espace arbitraire.
Les taux de transition du point j au point i sont notés wij, et vérifient :

∑

i

wij = 1 (1.1)

Les positions du site source S et du site cible T seront respectivement
notées rS et rT . Pour simplifier les choses (on verra jusqu’où ces résultats
peuvent s’étendre dans la section 1.1.3), on considère des probabilités de
transition symétriques, ce qui donne une densité de probabilité stationnaire
uniforme, et égale à 1/N .
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S

T

Fig. 1.1 – Marche aléatoire sur réseau discret

1.1.2 Méthode du flux

La première méthode est basée sur l’observation suivante. Considérons
que, dans le domaine confinant, il y a un flux entrant J de particules par
unité de temps, au site source S. Les particules sont absorbées quand elles
atteignent le site cible, et, puisque toutes les particules finissent par être
absorbées, on a un flux sortant moyen J au site cible. Le nombre moyen de
particules dans le domaine vérifie N = J〈T〉, ce qui permet la détermination
de 〈T〉.

En effet, la densité moyenne de particules ρ(r) vérifie l’équation suivante :

ρ(ri) =
∑

j

wijρ(rj) + JδiS − JδiT , (1.2)

avec la condition ρ(rT ) = 0, étant donné que le site cible est absorbant. Les
trois termes de l’équation correspondent respectivement à la diffusion des
particules, au flux incident en S, et au flux sortant en T .

On peut exprimer la solution de cette équation en fonction de la pseudo-
fonction de Green discrète H [4] :

ρ(ri) = ρ0 + JH(ri|rS) − JH(ri|rT ), (1.3)

où ρ0 est une constante fixée par la condition ρ(rT ) = 0. La pseudo-fonction
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de Green discrète vérifie les deux équations suivantes :

H(ri|rj) =
∑

k

wikH(rk|rj) + δij −
1

N
(1.4)

1

N

∑

i

H(ri|rj) ≡ H̄, (1.5)

où H̄ est indépendant de j. H est également symétrique en ses arguments,
cette condition étant équivalente à la condition (1.5) ; la preuve de cette
propriété est fournie dans l’annexe G.

Notons aussi que H (et donc H̄) est défini à une constante près : il est
possible de fixer cette constante en fixant la valeur de H̄. Cependant il sera
parfois plus simple de commencer par estimer H , et de déterminer H̄ à partir
de cette estimation. Quelques exemples seront donnés plus loin dans cette
thèse.

La pseudo-fonction de Green peut être vue comme une généralisation
à un domaine confiné de la fonction de Green usuelle en espace infini. En
effet, l’équation (1.4) privée du terme −1/N correspond à la définition de la
fonction de Green en espace infini.

Cette équation n’aurait cependant aucune solution pour un domaine fini
avec des conditions aux bords réfléchissantes : il est nécessaire dans ce cas
de compenser le terme source δij , et la façon la plus simple de procéder est
d’ajouter le terme −1/N .

La pseudo-fonction de Green H(ri|rj) est une quantité centrale qui sera
largement utilisée durant cette thèse. La notation abrégée Hij sera fréquem-
ment utilisée.

Une fois la pseudo-fonction de Green définie, on peut constater que (1.3)
est solution de l’équation (1.2). La condition ρ(rT ) = 0 permet de calculer ρ0

et d’en déduire, grâce à la relation J〈T〉 = N =
∑

i

ρ(ri) = Nρ0, l’expression

exacte qui suit :

〈T〉 = N (HTT −HST ) (1.6)

Cette formule est équivalente à celle décrite dans [38], mais, à la différence
de cette dernière, elle est exprimée en termes de pseudo-fonctions de Green.
Un avantage de la méthode utilisée ici est qu’elle peut s’étendre aisément à
des situations plus complexes, nous aurons l’occasion de le voir par la suite.

Un autre avantage est que, bien que la pseudo-fonction de Green H ne
soit pas connue en toute généralité, elle est parfaitement adaptée aux ap-
proximations lorsque le graphe est un réseau régulier avec des conditions
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aux limites réfléchissantes. La plus simple d’entre elles est d’approximer la
pseudo-fonction de Green par sa limite en espace infini, la fonction de Green
“usuelle” : H(r|r′) ≃ G0(r − r′). G0 vérifie :

G0(r) =
1

σ

∑

r′∈N(r)

G0(r
′) + δ0r, (1.7)

où N(r) est l’ensemble des voisins de r, et σ est la coordinence du réseau.
La valeur de G0(0) et le comportement asymptotique de G0 sont bien

connus [26]. Par exemple, pour le réseau cubique simple (3D), on a : G0(0) =
1.516386... et G0(r) ≃ 3/(2πr) pour r grand. Pour le réseau carré (2D), on
a G0(0)−G0(r) ≃ 2/π ln(r) + 3/π ln 2 + 2γ/π, où γ est la constante gamma
d’Euler, et 3/π ln 2 + 2γ/π = 1.029374....

Ces estimations de G0 seront utilisées pour toutes les applications pra-
tiques dans le reste de cette thèse. Dans certains cas (en particulier en trois
dimensions quand la cible est loin de tout bord), l’approximation de H par
G0 pourra être remarquablement précise (cf. Fig. 1.2). En règle générale l’ap-
proximation donnera au moins un ordre de grandeur correct.

Les différentes approximations envisageables pour H sont détaillées dans
l’annexe B. Dans le cas d’un domaine confinant rectangulaire (2D) ou pa-
rallépipédique (3D), une expression exacte pour H peut être obtenue, et le
MFPT de n’importe quel point à n’importe quel autre peut ainsi être obtenu.
Ces expressions seront également détaillées dans l’annexe B.

1.1.3 Méthodes alternatives

Il est possible d’utiliser d’autres méthodes pour obtenir la formule (1.6).
L’une d’entre elle, historiquement la première à avoir été formulé au cours de
cette thèse, est basée sur une formule dite formule de Kac [1], s’appliquant
aux graphes irréductibles, c’est à dire tels que tout point puisse être atteint
en partant de tout autre point.

Cette formule étant assez méconnue, il est utile de la rappeler ici : un
graphe irréductible admet une unique probabilité stationnaire π(r) d’être
au site r [28]. Si l’on considère des marches aléatoires partant d’un point
aléatoire d’un sous-ensemble Σ de sites du réseau, choisi avec une probabilité

π(r)/π(Σ), où π(Σ) =
∑

r∈Σ

π(r), la formule de Kac indique que le nombre

moyen de pas nécessaire pour revenir dans le sous-ensemble Σ, i.e. le temps
moyen de premier retour vers Σ, est 1/π(Σ). Une preuve de ce résultat et de
son extension aux moments d’ordre supérieur, qui sera utilisée pour le calcul
des moments d’ordre supérieur du FPT, est donnée dans l’annexe E.
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Fig. 1.2 – Influence de la distance entre la source et la cible pour un domaine
3D. Les croix rouges correspondent aux simulations, et la ligne pointillée
bleue au FPT calculé avec l’approximation H = G0. Le domaine confinant
est un cube de côté 41 dont la cible occupe le centre. La source décrit toutes
les positions possibles dans le domaine.

La méthode de calcul basée sur la formule de Kac sera quant à elle
détaillée dans l’annexe A.

On peut maintenant se concentrer sur une troisième méthode, plus géné-
rale (en particulier cette formulation sera utilisée pour l’étude des fractales).
Si on considère un processus markovien (dans un sens étendu, à savoir le
processus stochastique n’a pas de mémoire au moment où il arrive sur un site :
cela permet de couvrir des problèmes avec un temps de résidence variable), il
est en effet possible d’étendre la formule (1.6) en utilisant une définition plus
générale de H . On note W (r, t|r′) le propagateur, c’est à dire la probabilité
d’être au site r au temps t, si l’on part du site r′ au temps 0. On note
également P (r, t|r′) la probabilité que le temps de premier passage au point
r, sachant que l’on part du point r′, soit t. Le calcul suivant est valable à la
seule condition que le temps de premier passage ait une moyenne finie. On
définit H comme :

H(r|r′) =

∫ ∞

0

(W (r, t|r′) −W∞(r)) dt, (1.8)

où W∞ est la distribution de probabilité stationnaire, qui vérifie :

W∞(r) = lim
t→∞

W (r, t|r′) (1.9)
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Cette définition de H est cohérente avec la définition précédente, en imposant
H̄ = 0, pour une marche aléatoire en temps discret avec des probabilités de
transition symétriques.

Comme le processus stochastique que l’on considère est markovien, on a :

W (rT , t|rS) =

∫ t

0

P (rT , t
′|rS)W (rT , t

′ − t|rT )dt′ (1.10)

En intégrant cette équation, et en intervertissant les intégrales, on obtient :

∫ T

0

W (rT , t|rS)dt =

∫ T

0

dt′P (rT , t
′|rS)

∫ T

t′
dtW (rT , t

′ − t|rT ) (1.11)

Les intégrales de W peuvent être évaluées en fonction de H et de W∞, à une
correction près, ladite correction disparaissant dans la limite où T tend vers
l’infini.

HTS +TW∞(rT ) =

∫ T

0

P (rT , t
′|rS)[HTT +(T − t′)W∞(rT )]dt′ + o(1) (1.12)

T −
∫ T

0
TP (rT , t

′|rS)dt′ tend vers 0 quand T tend vers l’infini. En effet cette
quantité est inférieure à

∫∞
T
t′P (rT , t

′|rS)dt′, qui tend vers 0 puisque le temps
de premier passage est fini. Il est donc possible d’écrire :

〈T〉 =
HTT −HTS

W∞(rT )
(1.13)

Bien entendu, avec W∞ = 1/N , on retrouve l’équation (1.6).

1.1.4 Application : ouverture absorbante dans une pa-

roi réfléchissante

Une autre situation qui peut se présenter, et qui peut être traitée aisément,
est celle d’une ouverture absorbante dans le paroi réfléchissante (localement)
plane d’un domaine confiné : ce qui nous intéresse ici est le temps moyen mis
par une particule pour sortir dudit domaine, si elle peut sortir uniquement
par cette ouverture (cf. fig. 1.3). Ce type de situation a été étudié dans [46]
dans le cas du mouvement brownien.

On considère uniquement des réseaux réguliers de dimension d = 2 ou 3.
Il est possible de définir un site cible, juste derrière la paroi plane. La

pseudo-fonction de Green pour le domaine plus le site cible peut être évaluée
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Fig. 1.3 – Ouverture dans une paroi réfléchissante plane

(cf. annexe B.1.2). Connaissant la pseudo-fonction de Green pour un do-
maine, on peut calculer les modifications de cette pseudo-fonction de Green
quand on ajoute un site au domaine en question.

Dans notre cas, si H(0) est la fonction de Green dans le domaine original,
les équations (B.14) et (B.15) nous permettent d’évaluer le temps de sortie.
On peut en effet obtenir :

〈T〉 = N
(
2d+H

(0)
AA −H

(0)
AS

)
, (1.14)

où A est le site voisin de la cible, qu’on appellera site d’approche.

Si le domaine est un rectangle ou un parallélépipède, on peut calculer H
exactement (cf. annexe B).

Sinon, pour évaluer H , il faut prendre en compte l’effet de la paroi. Étant
donné que la paroi est plate, la façon la plus simple de satisfaire les conditions
aux bords est d’écrire H(r|r′) ≃ G0(r − r′) + G0(r − s(r′)), où s(r) est le
symétrique de r par rapport à la paroi.

Nous utiliserons cette approximation par la suite, en gardant à l’esprit le
fait qu’elle peut être améliorée, en particulier en deux dimensions (cf. annexe
B).

On note G0(1) = G0(0)− 1 la fonction de Green en espace infini pour les
sites voisins de l’origine, et on utilise le fait que T et A soient symétriques
par rapport à la paroi.

Le temps moyen de sortie vaut donc environ :

〈T〉ST ≃ N [2d +G0(0) +G0(1) −G0(rS − rA) −G0(rS − rT )]. (1.15)
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1.2 Moments d’ordre supérieur et distribu-

tion du temps de premier passage.

1.2.1 Moments d’ordre supérieur

Il est également possible d’évaluer les moments d’ordre supérieur, ainsi
que la distribution des FPT dans le cas 3D, à condition que le domaine ne
soit pas trop étiré, c’est à dire que la distance typique entre un point et une
paroi soit N1/3.

Le détail du calcul des moments d’ordre supérieur se trouve dans l’annexe
C.1.

En deux dimensions, ou dans des domaines 3D trop allongés, ce calcul
ne peut malheureusement pas s’appliquer. Les raisons calculatoires en sont
données dans l’annexe C, mais il est également possible de l’expliquer physi-
quement, comme nous le verrons par la suite.

On obtient le résultat suivant pour les moments d’ordre supérieur :

〈Tn〉i = n!Nn
[
(HTT −HT i)

(
HTT − H̄

)n−1
+ O(nN−2/3)

]
, (1.16)

H̄ étant défini par (1.5)

Pour vérifier ces résultats, une simulation numérique a été effectuée (cf.
annexe F pour la méthode de simulation), et les résultats (voir Fig. 1.4)
sont en bon accord avec l’estimation théorique (1.16), dans laquelle H est
approximée par G0, et H̄ est approximé par sa valeur dans un domaine
sphérique, calculée dans la limite continue, à savoir H̄ = (18/5)(3/(4π))2/3N−1/3

(cf. Eq. (B.21) pour plus de détails).

1.2.2 Distribution de probabilité

L’étude de la distribution de probabilité dans la limite des grands N
permet d’aller encore plus loin.

En effet, en négligeant les corrections en nN−2/3 dans (1.16), les moments
de la variable réduite T/N sont exactement ceux de la densité de probabilité
p qui suit :

p(t) =

(
HTT −HTS

(HTT − H̄)2

)
exp

(
− t

HTT − H̄

)
+
HTS − H̄

HTT − H̄
δ(t) (1.17)

La limite aux grands N de la densité de probabilité de T/N est rigoureuse
(puisque les correction en N−2/3 tendent vers 0).
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Fig. 1.4 – Différence relative entre les simulations et la prévision théorique
(1.16). Le domaine confinant est un cube (3D) de côté 51, dont la cible,
de coordonnées (0,0,0), occupe le centre. Le site source a pour coordonnées
(2,2,1). On constate que l’ordre de grandeur de la différence relative est bien
nN−2/3.

Dans cette limite, H(rT |rT ) tend vers G0(0) ; H̄ tend vers 0. La densité
de probabilité de T/N tend donc vers la densité de probabilité suivante, les
positions relatives de i et de T étant fixées :

p(t) =

(
G0(0) −G0(rT − rS)

G2
0(0)

)
exp

(
− t

G0(0)

)
+
G0(rT − ri)

G0(0)
δ(t) (1.18)

Ces résultats ont été confrontés à des simulations numériques (Fig.1.5).
Pour différentes tailles de domaine, la distribution exacte des FPT a été
calculée, et il en ressort quelques comportements intéressants.

Tout d’abord, les courbes se divisent toutes en deux aux temps courts.
Cette division en deux, qui peut être vue comme un artefact du réseau (elle
n’apparâıt pas sur un réseau triangulaire par exemple), est due au fait que,
aux temps courts, la parité de T compte : tant que la marche aléatoire ne
touche pas les parois, la distance chimique entre le point de départ et la
marche aléatoire a la même parité que le temps écoulé.

Le temps nécessaire à la fusion des deux courbes peut être interprété
comme le temps nécessaire pour que la mémoire de la position initiale dis-
paraisse. Les courbes avant ce temps caractéristique correspondent en fait à
la fonction de Dirac dans la distribution approchée (1.17) : le dirac n’en est
véritablement un que dans la limite des grands N , pour N fini il correspond
à une structure de taille finie.



20 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR RÉSEAU

Fig. 1.5 – Simulation de la densité de probabilité du FPT, pour différentes
tailles de domaine confinant. Dans tous les cas, la cible, de coordonnées
(0,0,0), est au milieu d’un cube, et la source a pour coordonnées (1,2,2).
La distribution approchée (1.17), est comparée aux simulations numériques
pour des domaines de différentes tailles. Les courbes bleu foncé (simula-
tion) et cyan (distribution approchée) correspondent à un cube de côté
11 (N = 1331) ; les courbes rouge (simulation) et orange (distribution ap-
prochée) correspondent à un cube de côté 21 (N = 9261) ; la courbe verte en
pointillés correspond à la limite aux grands N (1.18) de la densité de proba-
bilité. Pour les deux tailles de domaine, la distribution simulée se divise en
deux aux temps courts, et ne peut être distinguée de la distribution théorique
par ma suite. Les courbes correspondant à des tailles de domaine de 11 et 21
sont notées a et b, et la limite aux grands N est notée c.

Cependant, on peut voir sur la figure que, une fois les deux courbes ini-
tiales réunies, la courbe résultante correspond avec une bonne précision à la
prédiction théorique (1.17), qui permet, comme on le voit, d’approximer la
distribution de probabilité bien plus finement que la densité de probabilité
limite (1.18).

1.2.3 Discussion physique

Pour comprendre les implications physiques de ce résultat, on peut com-
mencer par noter que, si la distribution de probabilité (1.17) est moyennée
sur le point de départ, la fonction de Dirac disparâıt, et on obtient une simple
distribution exponentielle pour le temps de premier passage. Cette propriété
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éclaire sous un autre jour l’approximation quasi-chimique [23], qui considère
que, si une particule part d’une position aléatoire dans un volume confinant,
et ne peut sortir que via un petit trou, elle a une probabilité constante de
sortir à chaque pas de temps. Cette approximation conduit à une distribution
exponentielle des temps de sortie. Si on considère que le site cible est le point
de sortie pour une particule, alors le temps de sortie est exactement le FPT.

Nous avons donc une évaluation de la précision de l’approximation quasi-
chimique (ou tout au moins de ses moments) dans ce cas.

Une interprétation plus complète de la distribution de probabilité (1.17)
est la suivante : la première partie de la distribution, qui décrôıt exponen-
tiellement, correspond à la décroissance de la distribution de probabilité du
FPT si la marche aléatoire démarre à une position aléatoire dans le système.
La seconde partie, la fonction de Dirac, correspond aux marches aléatoires
atteignant la cible en un temps négligeable par rapport à N .

Ici, il est important de rappeler qu’une marche aléatoire libre est tran-
sitoire en trois dimensions : la marche aléatoire peut ne jamais atteindre
la cible dans un domaine infini. On peut donc interpréter le terme en Dirac
comme la probabilité d’atteindre la cible sans jamais toucher les parois. Pour
N assez grand il est équivalent à la probabilité d’atteindre la cible dans un
espace infini. Et, pour ce type de trajectoire, la distribution de probabilité du
FPT ne dépend pas de N , ce qui implique que la distribution de probabilité
de T/N tendra vers δ(t) pour N grand.

D’un autre côté, si la marche aléatoire touche effectivement la paroi (ce qui
arrive typiquement après un temps d’ordre N2/3, étant donné que les parois
sont à une distance typique de N1/3 de la source, et que le temps typique pour
parcourir une distance r est r2), sa position deviendra aléatoire en un temps
négligeable par rapport à N , et donc la distribution de probabilité de T/N
sera la même que si la particule était partie d’une position aléatoire dans ce
dernier cas. Cet argument ne fonctionne pas dans le cas d’un domaine étiré,
ce qui peut être vu comme la raison physique de la difficulté à calculer la
distribution du FPT dans ce dernier cas.

A l’appui de cette analyse, on peut vérifier que la probabilité d’atteindre
l’origine pour une marche aléatoire en espace infini est G0(r)/G0(0) [26, 47].

Nous observons là une différence physique importante entre les cas 2D et
3D : en deux dimensions la marche aléatoire est récurrente. Nous pouvons
donc en conclure que la distribution limite à grand N de T/N sera sim-
plement une fonction de Dirac, puisque, dans la limite de l’espace infini, la
marche aléatoire parvient presque toujours à la cible en un temps fini, bien
que le MFPT soit infini !
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Fig. 1.6 – Simulation de la densité de probabilité du FPT dans le cas 2D :
Les domaines sont des carrés de tailles différentes ; la cible est au milieu
des carrés, de coordonnées (0,0) et la source est en (2,3). Les carrés sont de
côté : 21 (courbe rouge [a]), 41 (courbe orange [b]), 81 (courbe jaune [c]) et
161 (courbe verte [d]). L’échelle semi-logarithmique montre la décroissance
exponentielle aux temps longs. La division en deux des courbes aux temps
courts est due aux effets de parité.

Cependant, la distribution de probabilité pour un N fini présente beau-
coup plus de difficultés : En effet, il y aura là aussi deux régimes, un pour les
petits T/N , avant que la marche aléatoire ne touche la paroi, et dans lequel
la distribution de probabilité sera similaire à ce qu’elle est en espace infini ;
et le régime de grand T/N , où la distribution de probabilité décrôıt de façon
exponentielle (étant donné que le système a perdu la mémoire de son point
de départ). La transition entre les deux régimes a lieu à un T/N fini (vu que
le temps nécessaire pour atteindre les parois est d’ordre N).

Le régime de petit T/N aura donc une influence bien plus importante sur
les valeurs des moments que dans le cas tridimensionnel, ce qui peut expliquer
pourquoi le calcul des moments et de la distribution est bien plus délicat dans
ce cas. On peut voir sur la Fig. 1.6 des distributions de probabilité typiques
pour des tailles de domaine différentes. On peut parfaitement constater que
la transition entre les deux régimes prend place à un T/N similaire quelque
soit la taille du domaine, et que le comportement aux temps longs correspond
effectivement à une décroissance exponentielle.
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1.3 Cas de deux cibles

Considérons à présent un réseau contenant non pas un mais deux sites
cibles T1 et T2. On pourra alors étudier le temps moyen nécessaire pour
atteindre l’une ou l’autre des cibles, que l’on appellera temps moyen d’ab-
sorption et que l’on notera 〈T〉, ainsi que les probabilités de splitting, i.e. les
probabilités P1 d’atteindre T1 avant T2 et P2 d’atteindre T2 avant T1.

Ce modèle correspond au cas d’une particule diffusive qui peut être ab-
sorbée soit par la cible T1, soit par la cible T2. Il est aussi possible, même si
c’est un peu plus délicat, d’étudier le temps d’absorption conditionnel, c’est
à dire le temps moyen d’absorption 〈T1〉 (resp. 〈T2〉), pour les particules qui
sont absorbées par la cible T1 (resp. T2).

Ces problèmes ont de nombreuses application chimiques [41], et peuvent
également être utiles en biologie, par exemple pour déterminer dans quelle
mesure la variabilité cellulaire peut être contrôlée par la diffusion [51].

1.3.1 Temps moyen d’absorption, et probabilités de

splitting

Pour calculer ces quantités, on considère un flux incident constant de
particules J . Il y a alors des flux sortants moyens J1 en T1, et J2 en T2.
Comme toutes les particules finissent par être absorbées, J1 + J2 = J . La
probabilité d’atteindre la cible i est donc Pi = Ji/J . Le nombre total de
particules N dans le domaine vaut N = J〈T〉, et la densité moyenne de
particules vérifie l’équation suivante :

ρ(ri) =
∑

j

wijρ(rj) + JδiS − J1δiT1 − J2δiT2 (1.19)

Nous avons donc :

ρ(ri) = ρ0 + JH(ri|rS) − J1H(ri|rT1) − J2H(ri|rT2), (1.20)

ρ0 étant une constante. Si on écrit alors ρ(rT1) = ρ(rT2) = 0, on a le système
d’équations suivant :






ρ0 + JH1s − JP1H11 − JP2H12 = 0
ρ0 + JH2s − JP2H12 − JP1H12 = 0

P1 + P2 = 1
, (1.21)

où, pour plus de concision, on note Hij des expressions de la forme HTiTj
. On

peut déduire de ces équations les valeurs de P1, P2 et de ρ0 = J〈T〉/N .
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Cela donne des expression exactes pour le temps moyen d’absorption,
ainsi que pour les probabilités de splitting, qui sont respectivement :

〈T〉 = N
(H11 −H1s)(H22 −H2s) − (H12 −H2s)(H12 −H1s)

H11 +H22 − 2H12

(1.22)






P1 =
H1s +H22 −H2s −H12

H11 +H22 − 2H12

P2 =
H2s +H11 −H1s −H12

H11 +H22 − 2H12

(1.23)

Il est tout à fait possible d’étendre ce résultat à plus de deux cibles : si
on a n cibles, alors on a n + 1 inconnues (ρ0 et les n probabilités Pk), avec
n + 1 équations, à savoir

∑
Pk = 1 et les n équations ρ(rTk

) = 0, ce qui est
suffisant pour déterminer toutes les inconnues. Cependant, le temps de calcul
augmente rapidement avec le nombre de cibles.

Les résultats pour deux cibles ont été comparés à des simulations numéri-
ques (cf. Fig. 1.7).

On peut noter que, si on utilise la valeur exacte de H , que l’on peut
obtenir dans le cas du cube (cf. annexe B), il devient impossible de détecter
une quelconque différence entre les prédictions théoriques et les simulations.

Il est intéressant ici de souligner une différence qualitative importante
entre les cas 2D et 3D. En 3D, la cible la plus éloignée a toujours une pro-
babilité non négligeable d’être touchée la première, quelles que soient les
positions des deux cibles : en effet, les termes les plus importants dans les
probabilités Pi sont H11 et H22.

En revanche, en 2D, si une des deux cibles est nettement plus proche de
la source que l’autre, elle sera presque certainement touchée en premier. En
effet, H(ri|rj) varie comme ln |ri − rj|. Cela donne en fait une décroissance
logarithmique de la probabilité de splitting en fonction de la distance entre
la source et la cible.

Physiquement, ces propriétés sont reliées au caractère transitoire de la
marche 3D libre, et au caractère récurrent de la marche 2D libre : en effet,
une marche 2D infinie explore tous les sites du réseau, ce qui n’est pas le cas
d’une marche 3D infinie. Il est donc possible de considérer qu’une marche 2D
explorera la plupart des sites autour de la source avant d’aller beaucoup plus
loin, à la différence d’une marche 3D, ce qui permet d’expliquer les différences
de comportement des probabilités de splitting entre les cas 2D et 3D.
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Fig. 1.7 – Problème à deux cibles, cas 3D. Simulations (croix rouges) com-
parée à la formule théorique, avec l’approximation H = G0 (ligne continue).
Une des cibles est à une position fixe, de coordonnées (-5,0,0) ; la source est
fixée en (5,0,0) ; l’autre cible occupe la position (x,3,0). Le domaine confinant
est un cube de côté 51, dont le centre est l’origine du repère
.

1.3.2 Temps d’absorption conditionnels

Il est aussi possible de déterminer les temps d’absorption conditionnels
〈T1〉 et 〈T2〉. Pour ce faire, on calculera Nk, le nombre moyen de particules
dans le domaine qui seront, au final, absorbées par Tk.

On a Nk = Jk〈Tk〉, ce qui permet d’avoir accès à 〈Tk〉. Pour calculer
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Nk, il suffit de remarquer que la densité moyenne de particules qui finiront
absorbées par Tk au point i est simplement ρ(ri)Pk(ri), où Pk(ri) est la pro-
babilité d’être absorbé par Tk si la marche aléatoire part du site i.

On a alors :

Nk =
∑

i

ρ(ri)Pk(ri) (1.24)

Cette équation est exacte, mais le résultat peut être délicat à estimer, en
particulier en deux dimensions, si H n’est pas connu de façon exacte.

En trois dimensions, cependant, il est possible d’utiliser des approxima-
tions similaires à celles utilisées dans le calcul des moments d’ordre supérieur
du FPT (et ce, avec les mêmes limitations, à savoir que le domaine 3D ne
doit pas être trop étiré) pour estimer les temps d’absorption conditionnels.

En injectant dans (1.24) les valeurs de ρ et de P1, on obtient :

N1 =
∑

i

(Hi1 −Hi2 +H22 −H12)(ρ0 + JHiS − J1Hi1 − J2Hi2)

H11 +H22 − 2H12

. (1.25)

En utilisant les propriétés
∑

iHij = NH̄ (cf. Eq. (1.5)) et
∑

iHijHik =
O(N1/3) (cf. Eq. C.12), il est possible d’écrire

N1 = N
(H22 −H12)ρ0 + O(N−2/3)

H11 +H22 − 2H12
. (1.26)

On peut donc conclure :

〈T1〉 =
1

P1

H22 −H12 + O(N−2/3)

H11 +H22 − 2H12
〈T〉. (1.27)

L’expression pour 〈T2〉 est bien entendu équivalente.
L’expression obtenue n’est pas exacte, mais n’en est pas moins extrême-

ment précise : la différence relative entre les simulations numériques (cf.
Fig.1.8) et l’expression (1.27) est d’environ 0.01%, pour un domaine de taille
N = 513.

1.4 Temps d’occupation

1.4.1 Temps d’occupation moyen

Il reste à étudier une autre quantité importante, à savoir le temps d’oc-
cupation. Le temps d’occupation est le temps cumulé passé en un site avant
d’atteindre la cible.
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Fig. 1.8 – Problème à deux cibles, cas 3D. Les conditions sont identiques
à celles de la Fig. 1.7 ; on étudie le temps d’absorption conditionnel 〈T1〉
(resp. 〈T2〉). Les croix bleues (resp. les plus rouges) montrent les résultats
des simulations numériques, la ligne discontinue cyan [a] (resp. orange [b])
correspondent à l’expression théorique (1.27) avec H = G0, la ligne continue
verte [c] (resp. brune [d]) correspond à l’expression théorique avec la valeur
exacte de H (B.8).

Cette quantité, on le verra dans la suite (dans le chapitre 6), est impor-
tante pour étudier des problèmes de marche aléatoire sur des réseaux avec
désordre gelé, comme le problème des pièges aléatoires [13]. En effet, si les
sites ne sont pas équivalents, il devient important de savoir précisément com-
bien de fois chaque site est visité.

Cette quantité est également importante dans les cas de compétition entre
deux réactions, une au site i et une au site T . Si la réaction au site i est
imparfaite (le marcheur a une certaine chance de réagir à chaque fois qu’il
atteint le site réactif), il est utile de connâıtre la distribution complète du
temps d’occupation du site i, que l’on notera pi(n).

Commençons donc par étudier le temps moyen d’occupation n̄i. Pour cela
il suffit de reprendre la méthode utilisée pour calculer le FPT. En effet, en
reprenant l’équation (1.2), on constate que ρ(ri) peut aussi s’exprimer en
fonction de n̄i :

ρ(ri) = n̄iJ. (1.28)

Pour rappel, J est le flux de particules incident, et ρ(ri) est la densité
moyenne au site i. Le calcul de ρ a déjà été effectué, ce qui permet d’avoir



28 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR RÉSEAU

directement le résultat :

n̄i = HiS −HiT +HTT −HST . (1.29)

Bien entendu,
∑

i n̄i = N(HTT −HST ), ce qui permet de retrouver le temps
moyen de premier passage de S à T (1.6).

1.4.2 Distribution du temps d’occupation

De plus, il est possible d’obtenir non seulement la moyenne, mais égale-
ment la distribution complète des temps d’occupation. Pour cela, on peut
utiliser les résultats de la section 1.3 sur les probabilités de splitting, et en
particulier l’équation (1.23)

On notera de façon générale la probabilité d’atteindre i avant j, en démar-
rant du site S, Pij(i|S).

La probabilité d’avoir ni = 0 peut s’écrire de la façon suivante :

pi(0) = PiT (T |S). (1.30)

Il s’agit tout simplement de la probabilité d’atteindre T avant i. La pro-
babilité d’avoir ni = k, avec k ≥ 1 peut, quant à elle, s’écrire :

pi(k) = PiT (i|S)

(
∑

j

wjiPiT (i|j)
)k−1(∑

j

wjiPiT (T |j)
)

. (1.31)

Les trois termes de cette équation correspondent respectivement à la proba-
bilité d’atteindre i avant T , en partant de S, à la probabilité de retourner au
point i avant d’atteindre T , en partant de i, à la puissance k−1, et à la proba-
bilité d’atteindre T avant de revenir en i. On peut donc écrire la probabilité
que le temps d’occupation du site i vale k sous la forme pi(k) = AB(1−B)k−1,
avec

A = PiT (i|S) =
HiS +HTT −HST −HiT

Hii +HTT − 2HiT

, (1.32)

et

B = 1 −
∑

j

wjiPiT (i|j) (1.33)

= 1 −
∑

j

wji
Hij +HTT −HjT −HiT

Hii +HTT − 2HiT

(1.34)

= 1 − Hii − 1 +HTT − 2HiT

Hii +HTT − 2HiT
(1.35)

=
1

Hii +HTT − 2HiT

, (1.36)
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où on a utilisé l’équation (1.4), ainsi que la propriété
∑

i

wij = 1.

On peut noter ici que le terme B, qui caractérise la vitesse à laquelle la
distribution de probabilité de ni décrôıt, est indépendant de la source. Qua-
litativement, l’évaluation la plus basique de H (à savoir son approximation
par G0) permet d’estimer la variation de B avec la distance :

B ≃ 1

2(G0(0) − 3/(2πR))
en 3D. (1.37)

B ≃ 1

2(G0(0) + (2/π) lnR)
en 2D. (1.38)

Ainsi B diminue avec la distance entre i et T , ce qui correspond à une
décroissance temporelle plus lente de la distribution de probabilité. Jusqu’ici,
rien de très surprenant.

Mais, alors qu’il tend vers 0 en deux dimensions (ce qui correspond à
une distribution large des ni, et à une variance importante), il tend vers une
valeur finie en trois dimensions. On peut donc en conclure qualitativement
que les sites nettement plus éloignés de la cible que la source ont, en trois
dimensions, une probabilité significative d’être visités, mais, en revanche,
une faible probabilité d’être visités de nombreuses fois, alors que, en deux
dimensions, ils ont une probabilité très faible d’être visités, mais, quand ils le
sont, ils ont de bonnes chances de l’être de nombreuses fois. Encore une fois,
cela peut être relié au caractère transitoire de la marche 3D, et au caractère
récurrent de la marche 2D.

Si on calcule n̄i avec les probabilités obtenues ici, on obtient :

n̄i =
∑

k

kpi(k) =
A

B
= HiS +HTT −HST −HiT , (1.39)

ce qui redonne bien le résultat (1.29).

Notons que ces résultats peuvent aisément être étendus au temps moyen
d’occupation dans un problème de retour, où la marche aléatoire part de T
et est absorbée au moment où elle retourne au site T . Nous avons alors :

pi(k) =
∑

j

wjTA(j)B(1 − B)k−1, (1.40)

où A(j) est le coefficient A quand la marche aléatoire démarre au site j, et
le coefficient B est le même qu’au-dessus, puisqu’il ne dépend pas du point
de départ.
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∑

j

wjTA(j) peut aisément être évalué grâce à l’équation de définition de

H (1.4) :
∑

j

wjTA(j) =
1

Hii +HTT − 2HiT

= B. (1.41)

Il est donc possible d’écrire que :

pi(0) = 1 −B, (1.42)

pi(k) = B2(1 −B)k−1 (1.43)

pour k > 0, pour le problème de retour.
Cela donne un temps moyen d’occupation de 1 pour tous les sites, résultat

parfaitement compatible avec la formule de Kac (cf. Annexe E). Cependant,
ce résultat montre aussi que la distribution des temps d’occupation, elle,
varie entre les sites : plus un site est loin de la cible, plus sa distribution de
probabilité est large.

1.4.3 Application aux réactions imparfaites

Il est tout à fait possible de quantifier l’application aux réactions limitées
par la diffusion évoquées au début de cette partie. Si on note p la probabilité
de réagir lorsque l’on visite le site i, la probabilité Q d’avoir réagi avec i avant
d’atteindre T peut s’écrire :

Q = 1 −
∞∑

k=0

(1 − p)kpi(k) =
Ap

1 − (1 − p)(1 − B)
(1.44)

Le cas où l’on part de la cible se traite simplement en remplaçant A par B
dans l’expression (1.44).

L’expression (1.44) traduit un jeu subtil entre les facteurs géométriques,
présents via les termes A et B, et la réactivité p. Si on considère le cas où
la cible et la source sont identiques, on peut observer deux régimes limites
intéressants.

Dans un “régime limité par la réactivité”, caractérisé par p ≪ B, on a
Q ∼ p. En particulier, dans ce régime Q ne dépend pas du site réactif i. En
d’autres termes, pour une réactivité p fixée, tous les sites i tels que p ≪ B
ont la même probabilité de réaction Q, et la position exacte de i ne rentre
pas en ligne de compte.

Au contraire, le “régime limité par la géométrie” p≫ B conduit àQ ∼ B :
la probabilité de réaction ne dépend alors plus de p, mais uniquement de la
géométrie. Étant donné l’ordre de grandeur de B (cf. Eqs. (1.37) et (1.38)),
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Fig. 1.9 – Probabilité Q de réagir avant de retourner au site cible en fonction
de la probabilité de réaction au site i. Le domaine confinant est un carré de
côté 51, la cible est au milieu d’un bord : ses coordonnées sont (0,25), le site
(0,0) correspondant au coin. Les trois courbes correspondent à différentes
positions du site i : (1,25) [a], (25,25) [b], et (50,25) [c].

ce dernier cas limite peut essentiellement s’observer dans des géométries bi-
dimensionnelles, lorsque R≫ exp(−π/(2p)).

Ceci s’explique par le caractère récurrent de la marche aléatoire en deux
dimensions : lorsque le site réactif i est suffisamment éloigné de la cible, si la
marche aléatoire parvient jusqu’à ce site, ledit site aura de bonnes chances
d’être visité de nombreuses fois avant que la marche aléatoire ne revienne à
la cible. La réaction a donc de très fortes chances de ce produire à partir du
moment ou i est atteint, et la probabilité de réaction Q devient la probabilité
d’atteindre le site i.

Pour résumer, la position du site réactif a peu d’influence sur la réactivité
en trois dimensions, ou lorsque le site réactif est contenu dans un disque de
rayon R = exp(−π/(2p)) autour de la cible dans le cas bidimensionnel. Dans
le cas où le site réactif est plus éloigné, les effets géométriques deviennent
prépondérants. La Fig. 1.9 décrit Q en fonction de p, pour différentes posi-
tions de i (près de la cible, au milieu du domaine confinant, et à l’opposé,
dans une situation bidimensionnelle, où la source et la cible sont confondues.
Les régimes limites peuvent parfaitement être identifiés.

Notons également qu’il est possible d’étendre ce résultat au cas où les
réactions en T et en i sont toutes les deux imparfaites. En effet, les résultats



32 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR RÉSEAU

précédents donnent directement la probabilité pT (k) de passer k fois en T
avant de réagir avec i. Si on note QA l’expression (1.44), et QB l’expression
(1.44), en remplaçant A par B (ce qui correspond donc à la probabilité de
réagir avec i avant de revenir en T , lorsque l’on part de T ), on a

pT (0) = QA, (1.45)

et
PT (k) = (1 −QA)QB(1 −QB)k−1 (1.46)

Si on a une probabilité p′ de réagir au point T , on peut alors calculer la
probabilité R de réagir en T plutôt qu’en i, qui s’écrit :

R =
Bp′ −Bpp′ + (1 −A)pp′

Bp+ bp′ + pp′ − 2Bpp′
. (1.47)

Les régimes limites sont somme toute assez semblables à ce qu’ils étaient
auparavant : dans la limite où p′ ≫ B, la différence est négligeable par
rapport au cas où p′ = 1 : on a alors un régime limité par la géométrie, avec
p ≫ B, où les probabilités de réaction sont les probabilités de splitting, et
un régime limité par la réactivité, p ≪ 1, où la probabilité de réaction en i
est proportionelle à la réactivité p. Dans ce régime, la position de la source
conserve cependant une influence non négligeable.

Le cas p′ ≪ B et p ≫ B est exactement symétrique par rapport au cas
p′ ≫ B et p≪ B, il est donc inutile de s’appesantir dessus.

Quant au cas p′ ≪ B et p ≪ B, il correspond au cas où les fac-
teurs géométriques (y compris la position de la source) sont totalement
négligeables, et la probabilité de réaction est simplement p′/(p+ p′).

1.5 Discussion des résultats

Au final, on a mis en évidence un nombre important de quantités (temps
moyens de premier passage, distribution de ces temps de premier passage,
probabilités de splitting, temps d’absorption et temps d’occupation) qui
peuvent être calculées soit exactement, soit avec une excellente précision,
à condition de connâıtre la pseudo-fonction de Green H .

Malheureusement, il n’y a que quelques cas (en particulier le cas d’un
domaine rectangulaire ou parallépipédique, avec des conditions aux bords
réfléchissantes ou périodiques) pour lesquels on dispose d’une formule exacte.

Dans tous les autres cas, il devient nécessaire, soit de calculer la pseudo-
fonction de Green à partir des valeurs et vecteurs propres du Laplacien discret
(voir l’annexe G), ce qui peut rapidement devenir inextricable lorsque la taille
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du domaine confinant devient grande, soit d’utiliser des approximations, qui,
bien évidemment, donnent des résultats nettement moins précis, mais qui ont
le mérite d’être explicites, et aisément utilisables quelle que soit la taille du
domaine confinant.

Les résultats exacts et les différentes approximations qui peuvent être
utilisées sont détaillés dans l’annexe B.
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Chapitre 2

Mouvement brownien en milieu

continu

R

a

T
S

Fig. 2.1 – Problème continu

Il est parfaitement possible de considérer un problème similaire dans un
milieu continu (voir Fig. 2.1) : si on considère un mouvement brownien, avec
un coefficient de diffusion D, combien de temps met-il à atteindre la cible ?
Une différence essentielle avec le cas discret est que la cible doit avoir une
taille a finie, qui sera un paramètre important du problème.

On considérera donc une cible sphérique T de rayon a, centrée en rT . Le
mouvement brownien part du point S (dont la position sera notée rS). Il est
restreint à un domaine D de volume V (pour les domaines 2D, on pourra
l’appeler aire, et la noter A), et on note D∗ le domaine privé de la cible.

On pourra alors étudier sensiblement les mêmes quantités que dans le
cas discret, à la différence que, cette fois ci, il sera impossible d’obtenir des
résultats exacts, et des approximations seront nécessaires pour parvenir à
nos fins. Ces approximations seront cependant assez bien contrôlées, et il
sera possible de les améliorer (voir l’appendice D).
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Il faut également souligner que, dans les cas où la pseudo-fonction de
Green est connue, comme le cas d’un domaine sphérique, cette méthode
donne des expressions explicites remarquablement précises pour le FPT moyen,
ainsi que pour toutes les autres quantités étudiées ici (distribution du FPT,
temps d’absorption, probabilités de splitting)

2.1 Temps moyen de premier passage

2.1.1 Calcul du temps moyen

Le temps moyen de premier passage 〈T(rs)〉 sur la cible vérifie les équations
suivantes [42] :

D∆〈T(rs)〉 = −1 si rs ∈ D∗ (2.1)

〈T(rs)〉 = 0 si rs ∈ Σabs (2.2)

∂n〈T(rs)〉 = 0 si rs ∈ Σrefl (2.3)

où Σabs (resp. Σrefl) correspond à la surface de la sphère cible absorbante
(resp. à la surface confinante réfléchissante) et ∂n correspond à la dérivée
normale à la surface.

Pour résoudre ce problème, on introduit la fonction de Green G(r|r′), qui
est définie par :

−∆G(r|r′) = δ(r − r′) si r ∈ D∗ (2.4)

G(r|r′) = 0 si r ∈ Σabs (2.5)

∂nG(r|r′) = 0 si r ∈ Σrefl (2.6)

Cette fonction de Green peut aussi être vue comme la densité stationnaire
de particules, si il y a un flux incident unitaire de particules en r′, et que le
coefficient de diffusion est de 1. Elle ne doit en aucun cas être confondue avec
la fonction de Green libre G0, et est plutôt l’équivalent continu de la densité
moyenne de particules ρ définie dans l’équation (1.2) avec J = 1. On peut
noter que cette fonction de Green dépend implicitement de la position de la
cible, à travers l’équation (2.5).

En utilisant la formule de Green
∫

D∗

(〈T(r)〉∆G(r|r′) −G(r|r′)∆ 〈T(r)〉) ddr

=

∫

Σabs+Σrefl

(〈T(r)〉 ∂nG(r|r′) −G(r|r′)∂n 〈T(r)〉) dd−1r, (2.7)
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on montre aisément que le MFPT est donné par

〈T(rS)〉 =
1

D

∫

D∗

G(r|rS)ddr (2.8)

Pour approximer G(r|rS), on peut utiliser une transposition directe au
cas continu de l’équation (1.3) :

G(r|rS) ≃ ρ0(rS) +H(r|rS) −H(r|rT ) (2.9)

où ρ0 est défini par G(r|rS) ≃ 0 si r ∈ Σabs et H(r|r′) est la pseudo-fonction
de Green continue [4], qui vérifie :

−∆H(r|r′) = δ(r− r′) − 1

V
si r ∈ D (2.10)

∂nH(r|r′) = 0 si r ∈ Σrefl (2.11)

H(r|r′) = H(r′|r) (2.12)
∫

D
H(r′|r)ddr′ ≡ V H̄, (2.13)

H̄ étant indépendant de r. Cette dernière propriété peut aisément être déduite
des trois précédentes. On utilisera pour la pseudo-fonction de Green conti-
nue les mêmes notations condensées que pour la pseudo-fonction de Green
discrète.

L’équation (2.9) est l’approximation de G(r|r′) la plus simple qui sa-
tisfasse formellement les équations (2.4) et (2.6). Cependant, (2.5) ne peut
dans ce cas être qu’approximativement vérifiée. Pour tenir compte de cette
dernière équation, on peut faire les approximation suivantes sur la sphère
cible :

H(r|rS) ≃ H(rT |rS) et H(r|rT ) ≃ G0(r − rT ) + H∗(rT |rT ), G0 étant la
fameuse fonction de Green libre ((2π)−1 ln(r) en 2D, 1/(4πr) en 3D), et H∗

étant défini par :

H∗(r|r′) ≡ H(r|r′) −G0(r − r′). (2.14)

On peut noter que H∗(r|rT ) n’a pas de singularité en rT , contrairement
à H . On a donc, à la surface de la sphère cible :

ρ0(rS) +HTS −G0(a) −H∗
TT = 0, (2.15)

où G0(a) est la valeur de G0(r) quand |r| = a.
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A présent, on peut calculer :

〈T(rS)〉 =
1

D

∫

D∗

(ρ0(rS) +H(r|rS) −H(r|rT )) ddr (2.16)

Comme la cible est petite par rapport au domaine, l’intégrale sur D∗ est
presque égale à l’intégrale sur D, l’ordre de grandeur de la correction relative
étant a3/V en 3D et a2/A en 2D.

En utilisant la propriété (2.13), on peut alors calculer l’intégrale, et trou-
ver le résultat :

〈T(rS)〉 ≃ V ρ0(rS)

D
=
V

D
(G0(a) +H∗

TT −HTS) (2.17)

2.1.2 Analyse du résultat

Cette équation présente de fortes similitude avec (1.6), avec la correspon-
dance H(r|r) → G0(a) +H∗(r|r), mais une différence essentielle est que l’on
n’a obtenu qu’une approximation !

On peut attendre des déviations par rapport à cette expression lorsque les
variations de H(r|rS) ou de H∗(r|rT ) ne sont pas négligeables sur la sphère
cible, ce qui correspond physiquement aux cas où la cible est près de la source
ou près d’une paroi.

Cependant, si l’on compare l’expression obtenue avec des simulations
numériques (cf. fig.2.2) quand la cible et la source sont proches, on n’ob-
serve pas de telle déviation. Ce fait a priori surprenant est expliqué dans
l’appendice D.

En revanche, on observe bien une déviation près des parois. Cette déviation
varie comme a/d en deux dimensions, ou comme a/d2 en trois dimensions,
d étant la distance entre la cible et la paroi. Il est possible de calculer expli-
citement une correction : ce calcul est effectué dans l’annexe D, et utilisée
dans les applications pratiques de la section 3 et de l’annexe B.

La valeur exacte de H est connue analytiquement pour les disques et les
sphères [4], les expressions sont données dans l’annexe B. C’est la raison pour
laquelle on testera les expressions obtenues dans de telles géométries.

Dans les cas où on ne dispose pas de formule exacte pour H , l’approxima-
tion la plus simple est, à l’instar du cas discret, H = G0. Des approximations
plus précises seront également détaillées dans l’annexe B.

Les estimations de 〈T(rS)〉 avec l’approximation basique H = G0 sont
cependant suffisantes pour donner un bon ordre de grandeur, à savoir :

〈T(rS)〉 =
V

4πD

(
1

a
− 1

R

)
(3D) (2.18)
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Fig. 2.2 – Mouvement brownien sur un disque (2D) de rayon 25 centré en
(0,0) ; la source est en (0,1) et la cible, de rayon 1, est en (x,0). Croix rouges :
simulations ; ligne continue noire : estimation (2.17) avec la fonctionH exacte
pour un disque, donnée par (B.17)

〈T(rS)〉 =
A

2πD
ln
R

a
(2D), (2.19)

R étant la distance entre la source et la cible.

Ces résultats sont d’ores et déjà un progrès par rapport aux résultats
asymptotiques (exacts) de Pinsky [39], qui donnent uniquement le terme
dominant en a, et donc ignorent la dépendance en R.

2.2 Moments d’ordre supérieur

Il est également possible de calculer les moments d’ordre supérieur, ainsi
que la distribution du FPT dans le cas tridimensionnel. Le calcul est détaillé
dans l’annexe C.2 ; les résultats sont en fait assez similaires aux résultats
obtenus dans le cas discret, l’interprétation physique étant essentiellement la
même. Les résultats obtenus sont les suivants :

〈Tn(rS)〉 =
n!V n

Dn

[
(G0(a) +H∗

TT −HTS)
(
G0(a) +H∗

TT − H̄
)n−1

+ O
(
nV −2/3a2−n

)]

(2.20)

On peut également déduire de cette équation des informations sur la
densité de probabilité p(t) du temps de premier passage : en effet, si on
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élimine le terme O
(
nV −2/3a2−n

)
, on obtient :

p(t) =
D

V

G0(a) +H∗
TT −HTS(

G0(a) +H∗
TT − H̄

)2 exp

(
−Dt

V
(
G0(a) +H∗

TT − H̄
)
)

+
HTS − H̄

G0(a) +H∗
TT − H̄

δ(0) (2.21)

Dans la limite a→ 0, la position de rS étant fixée, G0(a) tend vers l’infini,
et la densité de probabilité devient tout simplement exponentielle.

p(t) =
4πaD

V
exp

(
−4πaDt

V

)
(2.22)

Dans la limite a → 0, avec R/a fixé, HST ∼ G0(R), et la densité de
probabilité devient :

p(t) =
4πDa

V

(
1 − a

R

)
exp

(
−4πaDt

V

)
+
a

R
δ(0) (2.23)

2.3 Cas de plusieurs cibles

2.3.1 Calcul du temps d’absorption et des probabilités

de splitting

Pour le cas à plusieurs cibles, on peut calculer les mêmes quantités que
dans le cas discret ; néanmoins, on peut remarquer que les rayons a1 et a2

des deux cibles peuvent parfaitement être différents, ce qui ajoute un autre
paramètre au problème, et pourra créer des effets inattendus.

Avec deux cibles, on peut utiliser la même fonction de Green qu’aupa-
ravant, à ceci près que Σabs = Σ1 + Σ2 est la réunion des surfaces des deux
sphères absorbantes.

Le temps moyen d’absorption 〈T(rS)〉 vérifie l’équation (2.8) ; la proba-
bilité de splitting P1(rS) vérifie les équations suivantes [28] :

∆P1(r) = 0 (2.24)

P1(r) = 1 si r ∈ Σ1 (2.25)

P1(r) = 0 si r ∈ Σ2 (2.26)

∂nP1(r) = 0 si r ∈ Σrefl (2.27)
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L’utilisation de la formule de Green permet d’obtenir :

P1(rS) = −
∫

Σ1

∂nG(r|rS)dr. (2.28)

Bien entendu, on obtient une expression similaire pour P2. Il faut noter
ici que la dérivée normale ∂n est orientée vers l’intérieur de la cible. Une
approximation simple de G, équivalente à l’équation discrète (1.20) est la
suivante :

G(r|rS) = ρ0(rS) +H(r|rS) − P1(rS)H(r|rT1) − P2(rS)H(r|rT2). (2.29)

Cette expression vérifie les équations (2.4),(2.6) et (2.28), ρ0, P1 et P2

sont déterminés de façon à vérifier approximativement (2.5).
On utilise pour cela les mêmes approximations que dans le cas à une cible,

ce qui permet d’obtenir le système d’équations suivant :






ρ0(rS) +H1s − P1H01 − P2H12 = 0
ρ0(rS) +H2s − P2H02 − P1H12 = 0

P1 + P2 = 1
, (2.30)

où H0i = G0(ai)+H∗(rTi
|rTi

). Ces équations sont exactement identiques aux
équations discrètes, en remplaçant Hii par H0i.

On peut donc en déduire, en utilisant la même relation entre ρ0 et 〈T〉
que dans l’équation (2.17) :

〈T(rS)〉 =
V

D

(H01 −H1s)(H02 −H2s) − (H12 −H2s)(H12 −H1s)

H01 +H02 − 2H12
(2.31)






P1 =
H1s +H02 −H2s −H12

H01 +H02 − 2H12

P2 =
H2s +H01 −H1s −H12

H01 +H02 − 2H12

(2.32)

On montre sur les figures 2.3 et 2.4 les résultats des simulations numé-
riques. On peut voir que les estimations obtenues sont remarquablement
précises, avec une petite correction (qui évolue comme (a/d) ln(d/a) en 2D
ou a2/d2 en 3D, d étant la distance entre les deux cibles, et a la taille de
la plus grande cible) quand les deux cibles sont proches l’une de l’autre (on
pourra trouver dans l’annexe D une correction explicite), ainsi que quand
une des cibles est proche d’une paroi (exactement comme pour le cas à une
cible).
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Fig. 2.3 – Mouvement brownien dans un disque (2D) de rayon 25 centré en
(0,0) ; D=1 ; la source est en (-5,2) et les deux cibles, de rayon 1, sont en
(5,2) (T1) et en (x,0) (T2). Les croix rouges correspondent aux simulations,
la ligne continue noire aux estimations (2.31) et (2.32) avec la fonction H
exacte pour un disque (B.17).

2.3.2 Analyse des résultats

Les courbes elles-même méritent quelques remarques qualitatives. Comme
on pouvait s’y attendre, la probabilité de splitting P2 est maximale quand T2

est le plus près de la source. Quand les deux cibles ont des tailles différentes,
on assiste à l’apparition d’un phénomène intéressant (Fig. 2.4) : la probabi-
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Fig. 2.4 – Mouvement brownien dans une boule (3D) de rayon 25, centrée
en (0,0,0) ; D=1 ; la source est positionnée en (-5,2,0) et les deux cibles sont
en (5,2,0) (T1, de rayon 0.5) et (x,0,0) (T2, de rayon 1.5). Les croix rouges
correspondent aux simulations, et les la ligne continue noire aux estimations
(2.31) et (2.32), avec la fonction H exacte pour une sphère (B.18).

lité de toucher la cible la plus grande (ici T2) admet un second maximum
quand les deux cibles sont proches. Il est possible de comprendre ce com-
portement grâce à un argument d’échelle : si les deux cibles sont éloignées
l’une de l’autre, l’ordre de grandeur de P1 sera d’environ a1/(a1+a2), d’après
l’équation (2.32).

Si, en revanche, les deux cibles sont en contact, et qu’on a a1 ≪ a2, on
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peut considérer que la cible T1 couvre une surface effective proportionelle à
a2

1 de la cible T2. On peut donc s’attendre à ce que la probabilité P1 varie
comme la proportion de la surface de la cible T2 couverte par T1, soit a2

1/a
2
2,

et donc soit bien plus faible que si les deux cibles étaient éloignées l’une de
l’autre, ce qui explique le second maximum observé lorsque T2 est proche de
T1.

Ces arguments sont valides dans le cas 3D, mais le comportement qua-
litatif serait le même dans le cas 2D. Cependant, le comportement des pro-
babilités de splitting quand une cible est bien plus éloignée que l’autre de la
source sera différent en 2D et en 3D, pour les mêmes raisons que dans le cas
discret. Sur les simulations numériques la taille du domaine n’est pas assez
grande pour que cette différence soit évidente.

Quant au temps d’absorption, il a le même comportement qualitatif dans
les deux cas : il présente un minimum attendu quand la cible mouvante est
proche de la source, des maxima quand la cible est proche d’une paroi, en
raison des effets de bord, et un maximum quand les deux cibles sont proches
l’une de l’autre, qui mérite quelques commentaires additionnels.

Ce maximum pourrait en effet être directement prédit à partir de (2.31),
mais, physiquement, il vient du fait que, si les cibles sont proches l’une de
l’autre, un mouvement brownien qui atteindrait une cible aurait souvent
atteint l’autre peu après. Le temps moyen gagné par rapport à la situation à
une cible sera donc nettement plus faible lorsque les deux cibles sont proches
l’une de l’autre.

Pour analyser les valeurs elles-mêmes, il faut garder en tête le fait que les
temps sont normalisés par V/D ; l’ordre de grandeur des temps normalisés
sera donc de G0(a) − G0(R), ce qui explique les valeurs (autour de 0.05)
obtenues dans le cas 3D.

2.3.3 Temps d’absorption conditionnels

Quant aux temps d’absorption conditionnels 〈T1(rS)〉 et 〈T2(rS)〉, ils
vérifient les relations suivantes [28] :

D∆(P1(r)〈T1(r)〉) = −P1(r) if r ∈ D∗ (2.33)

P1(r)〈T1(r)〉 = 0 if r ∈ Σabs (2.34)

∂n(P1(r)〈T1(r)〉) = 0 if r ∈ Σrefl (2.35)

Et bien entendu les relations équivalentes pour 〈T2(r)〉.
On utilise comme à l’accoutumée la formule de Green, ce qui permet

d’obtenir :

P1(rS)〈T1(rS)〉 =

∫

D∗

G(r|rS)P1(r)dr (2.36)
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Fig. 2.5 – Simulations pour le cas à deux cibles. Les conditions sont iden-
tiques à celles de la Fig. 2.4 ; On étudie le temps d’absorption conditionnel
〈T1〉 (resp. 〈T2〉). Les X bleus (resp. les + rouges) correspondent aux si-
mulations numériques ; la ligne continue verte (resp. brune) correspond à
l’estimation théorique (2.37) avec la valeur exacte de H pour une sphère
(B.18).

Cette équation est très similaire à l’équation (1.24) pour le cas discret, et
les calculs qui suivent dans le cas 3D sont parfaitement identiques, et donnent
le résultat suivant :

〈T1(rS)〉 =
1

P1(rS)

H02 −H12 + O(aV −2/3)

H01 +H02 − 2H12

〈T(rS)〉 (2.37)

Les résultats des simulations numériques sont présentés sur la Fig.2.5. On
peut noter que le bruit est plus important que dans d’autres simulations, en
particulier pour 〈T1〉. Ce bruit vient du fait que la probabilité P1 est souvent
faible, ce qui réduit le nombre de processus sur lesquels le temps est moyenné,
et donc augmente le bruit dans les résultats.

2.4 Discussion des résultats

Avec les outils présentés dans ce chapitre, il est donc possible de calculer
les temps de premier passage, les probabilités de splitting et les temps d’ab-
sorption avec une bonne précision (en particulier si on utilise les améliorations
détaillées dans l’annexe D), à condition cependant de connâıtre la pseudo-
fonction de Green H .
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De même que dans le cas discret, cette dernière est calculable exactement
dans certaines géométries (disques, sphères, boules), ce qui permet d’obtenir
des résultats remarquablement précis pour ces géométries. Pour des formes
rectangulaires ou parallépipédiques, H peut être obtenu sous la forme de
séries infinies. Dans des domaines quelconques, en revanche, il n’y aura pas
d’autre choix que d’utiliser des approximations.

Le calcul de H sera détaillé de façon extensive dans l’annexe B, et égale-
ment, de façon plus brève, discuté dans ce qui suit.
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Chapitre 3

Discussion et choix de

l’approximation

3.1 Préliminaires

L’estimation des pseudo-fonctions de Green peut en effet se révéler déli-
cate. Dans certains cas, on peut avoir des expressions explicites (voir l’annexe
B.1). Les cas en question sont un domaine rectangulaire ou parallépipédique,
avec des conditions aux bords périodiques ou réfléchissantes, pour la pseudo-
fonction de Green discrète, et quand le domaine est un disque, une boule, ou
une sphère, pour la pseudo-fonction de Green continue.

Dans tous les autres cas, il est nécessaire d’estimer la pseudo-fonction de
Green à l’aide des approximations présentées dans l’annexe B, où ces ap-
proximations sont discutées de façon détaillée, et testées via des simulations
numériques.

Cependant, certaines approximations sont assez techniques, et il est donc
utile de faire un tour d’horizon des approximations utilisables avant de les
mettre en pratique. De plus, dans les cas où il n’est pas nécessaire d’estimer de
façon précise les FPT, mais où l’on a uniquement besoin d’avoir une intuition
de leur comportement, il est utile de résumer qualitativement l’influence des
différents paramètres du problème sur les FPT : cela permettra de savoir
quels paramètres sont essentiels et lesquels peuvent être négligés.

On commencera donc par cette approche qualitative, avant d’étudier plus
précisément les différentes évaluations du FPT. On comparera ces évaluations
dans un domaine test, qui sera un quart de disque : l’intérêt est qu’il présente
à la fois des surfaces planes, des surfaces courbes, et des coins, et donc per-
mettra de tester les approximations dans des situations variées. Le choix
d’une géométrie 2D est guidé par le fait que c’est là qu’il sera le plus difficile
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d’avoir des estimations précises de la pseudo-fonction de Green.

3.2 Paramètres principaux

Commençons tout d’abord par étudier l’influence des divers paramètres.
Le premier d’entre eux, et le plus important, est la taille du domaine confi-
nant. En effet, le MFPT est proportionnel à la taille du domaine, que ce soit
en deux ou trois dimensions.

Le second paramètre essentiel est la taille de la cible, du moins dans le
cas continu : ces deux paramètres seuls permettent de donner un ordre de
grandeur grossier du MFPT.

Le troisième paramètre fondamental est la distance entre la source et
la cible. En trois dimensions ce paramètre sera important tant qu’il est du
même ordre de grandeur que la taille de la cible ; son influence est inversement
proportionelle à la distance entre la source et la cible. En deux dimensions,
en revanche, ce paramètre sera important quelque soit la distance entre la
source et la cible, car le MFPT dépend de façon logarithmique de ladite
distance.

Une fois ces trois paramètres pris en compte (il s’agit de l’approximation
basique H = G0), on a déjà une approximation tout à fait correcte du MFPT
(voir les équations (2.18) et (2.19)), du moins si la source et la cible sont loin
des parois du domaine. Pour comprendre ce que signifie loin dans ce cas, un
bon critère est que toute correction prenant en compte une paroi (voir plus
bas) soit négligeable.

Dans le cas contraire, l’approximation donne cependant un ordre de gran-
deur correct, et il devient nécessaire de prendre en compte la position exacte
des parois pour aller plus loin. La Fig. 3.1 montre l’efficacité de cette ap-
proximation basique pour le domaine de test.

3.3 Influence des parois

L’effet qualitatif des parois est d’augmenter le MFPT lorsque la cible
est proche d’une paroi, et de le diminuer lorsque la source est proche d’une
paroi (cf. annexe B.3). Le premier effet est nettement plus important que le
second : en trois dimensions, avec une paroi plane, une approximation tenant
compte de la paroi donne :

〈T〉 =
1

4π

(
1

a
− 1

|rS − rT |
+

1

|rT − s(rT )| −
1

|s(rS) − rT |

)
, (3.1)

où s(r) correspond au symétrique de r par rapport à la paroi.
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Fig. 3.1 – Le domaine est un quart de disque de rayon 50, le centre du
disque étant en (0,0). La source est en (21, 21), et le MFPT a été calculé
numériquement pour différentes positions de la cible, ladite cible étant de
rayon 1. Les simulations numériques sont comparées à l’approximation ba-
sique H = G0, et la couleur correspond à l’importance de l’erreur, la légende
étant : Bleu : < 2% ; Cyan : 2-5 % ; Vert : 5-10 % ; Jaune : 10-20% ; Orange :
20-50 % ; Rouge : > 50 %.

Pour une paroi courbe (cf. annexe B.3.2 pour plus de détails), le compor-
tement quantitatif peut être différent, mais on conserve qualitativement le
même comportement.

On peut constater que l’influence de la paroi est inversement proportio-
nelle à la distance entre la cible et la paroi. Si la source qui est près de la
paroi, l’influence de la paroi est également proportionelle à la distance entre
la cible et la paroi, ce qui confirme que la position de la cible est nettement
plus importante que la position de la source. On peut cependant noter que,
si la cible ou la source se trouve dans un coin, ces effets sont amplifiés. C’est
d’ailleurs pourquoi il sera délicat de trouver une approximation précise du
MFPT quand la cible est dans un coin.

En deux dimensions l’influence de la position de la paroi devient plus
importante, et la position de la source un paramètre à prendre en compte :
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Fig. 3.2 – Même domaine, même code de couleur que pour la Fig. 3.1. Les
simulations numériques sont comparées à l’approximation de paroi (3.2), as-
sociée à la paroi plane la plus proche.

Une approximation simple prenant en compte une paroi plane serait :

〈T〉 =
1

2π

(
ln

|rS − rT |
a

+ ln
|s(rS) − rT |
|s(rT ) − rT |

)
. (3.2)

Si la cible est nettement plus près de la paroi que la source, l’effet peut
être de doubler le MFPT ; d’un autre côté, si seule la source est proche d’une
paroi, la correction associée sera bornée : une fois de plus, la position de la
cible est plus importante que celle de la source. On peut noter ici aussi que
les coins amplifient encore les effets des bords.

L’efficacité de cette première évaluation tenant compte des parois est
décrite par les figures 3.2 et 3.3. Pour tenir compte d’une paroi courbe, on
utilise simplement l’évaluation de la pseudo-fonction de Green pour un disque
ou une sphère, qui est connue exactement.

En trois dimensions, ces effets sont généralement suffisants pour avoir une
estimation quantitative du MFPT, étant donnée que l’influence des parois
est restreinte à leur voisinage. En deux dimensions, en revanche, il est encore
possible d’améliorer ces résultats, au prix cependant d’une technicité accrue,
et de justifications moins rigoureuses. On ne présentera ici que les grandes
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Fig. 3.3 – Même domaine, même code de couleur que pour la Fig. 3.1. Les
simulations numériques sont comparées à l’approximation de paroi associée
à la paroi courbe (voir l’annexe B.3.2 pour plus de détails).

lignes de cette approximation, dite approximation uniforme, qui est décrite
plus précisément dans l’annexe B.4.

3.4 Principe de l’approximation uniforme

Le principe de base de l’approximation uniforme est de tenir compte du
terme en −1/N ou −1/V dans la définition de H (Eqs. (1.4) and (2.10)), en
ajoutant à l’approximation de base G0 (approximation uniforme centrale), ou
à l’approximation de paroi (on parle alors d’approximation uniforme mixte),
un terme quadratique bien choisi, toute la difficulté résidant dans le choix de
ce terme quadratique.

On n’entrera pas ici dans les détails, qui sont assez techniques : ils se
trouvent dans l’annexe B.4. On peut cependant noter qu’une telle correction
serait peu utile en trois dimensions : son ordre de grandeur serait N−1/3

dans le cas discret, ou V −1/3/a dans le cas continu. Cependant, si on tient à
avoir une précision élevée dans les estimations de H il est tout à fait possible
d’adapter au cas tridimensionnel les approximations 2D.

Quant au sens physique de cette approximation, elle entre dans la classe
des approximations de champ moyen : les positions précises des parois (du
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Fig. 3.4 – Même domaine, même code de couleur que pour la Fig. 3.1. Les
simulations numériques sont comparées à l’approximation uniforme centrale
(voir l’annexe B.4.1 pour plus de détails).

moins celles qui ne sont pas pris en compte explicitement dans le cas de
l’approximation mixte) n’importent pas dans l’approximation, elles sont juste
prise en compte de manière moyennée.

L’approximation uniforme a le défaut de ne pas être bien contrôlée. Ce-
pendant, elle fournit à l’usage une amélioration importante par rapport aux
approximations de base. Dans une optique d’utilisation pratique de ces ap-
proximations, il est crucial de choisir l’approximation adaptée à la situa-
tion pour avoir des résultats précis. Les figures 3.4, 3.5 et 3.6 montrent à
la fois l’amélioration amenée par les approximations uniformes par rapport
aux approximations basiques correspondantes, et leur domaine de validité
approximatif.

3.5 Efficacité des approximations

Les trois approximations uniformes réunies, permettent donc de calculer
le MFPT avec une précision d’environ 10% (à l’exception cependant du cas
où la cible est dans un coin). Notons cependant que la précision relative des
approximations sur le MFPT tend à s’améliorer lorsque la taille de la cible
diminue (ou lorsque la taille du domaine augmente, ce qui est équivalent) : en
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Fig. 3.5 – Même domaine, même code de couleur que pour la Fig. 3.1. Les
simulations numériques sont comparées à l’approximation uniforme mixte
associée à la paroi plane la plus proche (voir l’annexe B.4.2 pour plus de
détails).

effet les approximations sur H sont identiques, donc donnent une correction
identique, mais la valeur de 〈T〉 augmente avec G0(a), ce qui donne une
correction relative plus faible.

Pour choisir la meilleure approximation, une règle simple est de choisir
l’approximation uniforme centrale si la cible est plus proche du centre que
de toute paroi, et d’utiliser une approximation uniforme mixte dans le cas
contraire. Ceci est valable pour le cas 2D, pour le cas 3D on peut prendre l’ap-
proximation basique H = G0 si la cible est loin de toute paroi (la correction
étant inversement proportionelle à la distance)

3.6 Récapitulatif

Avant de passer à la suite de cette thèse, il peut être utile de faire le point
sur les acquis obtenus jusqu’à maintenant. Aussi bien dans le cas de la marche
aléatoire sur réseau, que du mouvement brownien, il a été possible de calculer
différentes propriétés de premier passage (temps moyen de premier passage,
distribution de ce temps en trois dimensions, probabilités de splitting, temps
d’absorption), avec, en prime, la distribution des temps d’occupation pour le
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Fig. 3.6 – Même domaine, même code de couleur que pour la Fig. 3.1. Les
simulations numériques sont comparées à l’approximation uniforme mixte
associée à la paroi courbe (voir l’annexe B.4.2 pour plus de détails).

cas discret.
Les approximations qui viennent d’être présentées servent à calculer ses

quantités en dehors des cas où la pseudo-fonction de Green est connue exac-
tement (domaines rectangulaires pour les marches aléatoires ou circulaires
pour le mouvement brownien).

L’utilisation des approximations les plus complexes n’est cependant utile
que lorsqu’une certaine précision est nécessaire. Les résultats les plus fon-
damentaux de cette partie, qui seront d’ailleurs utilisés par la suite, restent
les expression des différentes quantités en fonction de la pseudo-fonction de
Green, ainsi que leur ordre de grandeur.
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Deuxième partie

Diffusion anormale
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Introduction

Après cette étude du mouvement brownien et des marches aléatoires,
il est temps de s’aventurer dans des territoires un peu moins balisés, tout
au moins en ce qui concerne les propriétés de premier passage, ceux de la
diffusion anormale.

La diffusion anormale a rapidement été définie dans l’introduction générale
de cette thèse, rappelons néanmoins ici sa caractéristique principale, à savoir
une loi d’échelle pour l’écart quadratique moyen différente de ce qu’elle est
pour une diffusion normale :

〈∆r2〉 = 2dKαt
α, (3.3)

α étant le coefficient de diffusion anormale.
Le cas de la super-diffusion (α > 1) sera étudié au travers des vols de

Lévy, mais on s’intéressera essentiellement à la sous-diffusion (α < 1), celle-ci
pouvant être induite par des modèles variés, soit basés sur des temps d’attente
divergents, à l’instar de la marche aléatoire en temps continu (CTRW) [36,
29], du modèle d’équation de diffusion fractionnaire (FDE) [36, 45] , et du
modèle de pièges aléatoires[13], soit sur une organisation spatiale du milieu
diffusif, comme dans le cas des fractales [7].

On étudiera successivement ces différents modèles créateurs de sous-dif-
fusion, et la comparaison des deux types de sous-diffusion permettra de faire
émerger des différences notables, et potentiellement observables.
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Chapitre 4

Marche aléatoire en temps

continu

4.1 Description du modèle

La marche aléatoire en temps continu (CTRW), est un modèle de marche
aléatoire sur réseau, où les temps d’attente entre deux pas sont aléatoires.
Plus précisément, le modèle peut être défini de la façon suivante :

La probabilité de sauter d’un site j à un site i est, comme à l’accoutumée,

notée wij, avec
∑

j

wij = 1. On n’impose pas a priori la symétrie de w, ce qui

permet d’incorporer l’effet de forces extérieures. On note ψ(t) la distribution
du temps d’attente entre deux sauts. Celle-ci ne dépend pas du site.

Avec ces définitions, la probabilité p(i, t) d’arriver au site i au temps t
vérifie :

p(i, t) =

(
∑

j

wij

∫ ∞

0

ψ(t′)p(j, t− t′)dt′

)
+ p0(i)δ(t), (4.1)

où p0(i) est la probabilité initiale d’être au point i.
Le modèle CTRW a un comportement diffusif normal si le temps d’attente

moyen est fini, le cas particulier ψ(t) = δ(t−1) redonnant la marche aléatoire
en temps discret.

L’étude de la marche aléatoire en temps discret réalisée dans la première
partie sera d’ailleurs un point de départ essentiel pour l’étude des marches
aléatoires en temps continu : en effet, on exprimera par la suite les propriétés
du FPT pour le modèle CTRW en fonction des propriété du FPT pour la
marche aléatoire discrète. Cela pourra nous permettre d’obtenir, dans le cas
sous-diffusif, le comportement de la densité de probabilité du FPT aux temps
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longs en fonction du FPT moyen pour la marche aléatoire, un développement
asymptotique complet du FPT du modèle CTRW en fonction des moments
du FPT de la marche aléatoire en temps discret, et, pour le cas d’une sous-
diffusion en 3D sans forces extérieures, une expression explicite pour la den-
sité de probabilité du FPT.

Pour modéliser le cas sous-diffusif, on se restreindra aux distributions ψ
des temps d’attente de la forme :

ψ(t) ∼ ατα

Γ(1 − α)t1+α
avec α < 1 (4.2)

aux grands t.

τ peut être vu comme un temps d’attente caractéristique. ψ est défini
ainsi de façon à obtenir une forme simple pour la transformée de Laplace
[36, 3] :

ψ̂(u) = 1 − ταuα + o(uα). (4.3)

Ce type de temps d’attente donne un processus sous-diffusif, dont le co-
efficient de diffusion anormale est α.

De façon plus précise, dans le cas d’une sous-diffusion libre, à savoir
un réseau infini de pas a, avec des sauts vers les plus proches voisins, le
déplacement quadratique moyen aux temps longs vaut [3] :

〈∆r2〉 ∼ a2

ταΓ(1 + α)
tα. (4.4)

Parmi les distribution de probabilité de la forme (4.2), les lois de Lévy
stables fα(t, τα cos(πα/2), 1, 0) [26] méritent une attention particulière.

Le terme stable traduit le fait que si t1, ...tn sont n temps aléatoires,
distribué selon une loi de Lévy stable, alors la distribution ψn de leur somme
sera aussi une loi de Lévy stable :

ψn(t) = fα(t, nτα cos(πα/2), 1, 0). (4.5)

Ces lois sont également caractérisées par leur transformée de Laplace :

ψ̂(u) = exp(−ταuα). (4.6)

De plus, si la densité de probabilité ψ des temps d’attente décrôıt simple-
ment comme (4.2), alors ψn tend vers la loi de Lévy stable (4.5) [13] quand
n tend vers l’infini.
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4.2 Développement asymptotique de la dis-

tribution

Une fois ces préliminaires posés, il est possible de calculer la relation entre
le FPT dans le modèle CTRW et le FPT dans la marche aléatoire en temps
discret correspondante (i.e. avec les mêmes wij).

Si on note π(t) la densité de probabilité du FPT pour le modèle CTRW,
et Q(n) la distribution de probabilité du FPT pour une marche aléatoire en
temps discret, n étant le nombre de pas, on a :

π(t) =

∞∑

n=1

Q(n)ψn(t). (4.7)

Dans ce qui suit on considérera essentiellement le cas d’une loi de Lévy
stable, mais en gardant en mémoire que, pour une distribution qui décrôıt
comme (4.2), ψn(t) tend vers une telle loi quand n crôıt.

On peut donc s’attendre à ce que les résultats soient aussi valables pour
des distributions de temps d’attente ayant un comportement de type Lévy
aux temps longs, avec cependant une correction aux temps courts : en effet,
les corrections seront essentiellement dues aux écarts entre ψn(t) et la loi
de Lévy pour n faible. Sachant que la contribution de ψn(t) est maximale
à un temps proportionnel à n1/α, on peut en conclure que les écarts dus à
une distribution de probabilité différente d’une loi de Lévy stable ne seront
visibles que pour des temps courts.

On peut maintenant considérer que ψ(t) est une loi de Lévy stable, et
utiliser la formule suivante [26] :

fα(t, τα cos(πα/2), 1, 0) =
1

πτ

∞∑

k=1

(−1)k+1

k!
sin(παk)Γ(αk + 1)

(τ
t

)αk+1

.

(4.8)
Si les moments du FPT sont finis pour la marche aléatoire en temps

discret correspondante, ce qui est le cas dans un domaine borné, ou dans un
puits de potentiel suffisamment profond, alors la densité de probabilité du
FPT pour le modèle CTRW peut être exprimée en fonctions de ces moments,
notés 〈nk〉 :

π(t) =
1

πτ

∞∑

k=1

(−1)k+1

k!
sin(παk)Γ(αk + 1)

(τ
t

)αk+1

〈nk〉. (4.9)

Cette dernière expression doit être vue comme un développement asymp-
totique de π(t), étant donné que la série diverge dans la plupart des cas :
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on peut rappeler (cf. Eq. (1.16)) que 〈nk〉 a comme ordre de grandeur n!Nk

pour un domaine borné.
Cependant, il existe plusieurs méthodes permettant de traiter ce type de

séries divergentes. La première d’entre elle est la méthode des sommes de
Borel [8] : elles peuvent être utilisées pour se se débarrasser de la divergence,
au prix de la création d’un niveau d’intégration supplémentaire.

Plus précisément, si on a une série divergente S =
∞∑

k=0

Ak, la resommation

de Borel consiste à remplacer la série divergente par

S =

∫ ∞

0

dte−t

∞∑

k=0

1

k!
Akt

k. (4.10)

Bien évidemment, si la série est convergente, cette resommation donne le
même résultat. Cette procédure de resommation sera utilisée dans l’équation
(4.14)

Une méthode d’évaluation de la somme, praticable si les moments 〈nk〉
sont connus théoriquement, est d’utiliser les approximants de Padé [8]. Le
principe est le suivant : si on a un développement de Taylor, ou un dévelop-

pement asymptotique, de la forme

∞∑

k=0

akz
k, un développement de Padé est

une expression de la forme

PN
M (z) =

N∑

n=0

Anz
n

M∑

m=0

Bmz
m

, (4.11)

les An et Bm étant choisis de manière à ce qu’un développement de Taylor
de PN

M (z) cöıncide sur ces M +N premiers termes avec la série de départ.
La meilleure précision est généralement obtenue avec M et N du même

ordre. Notons, en vue d’une utilisation pratique, que Maple dispose d’une
fonction permettant d’évaluer ces approximants de Padé.

Pour l’application qui nous intéresse, il suffit de prendre z = 1/tα, ce qui
permet d’obtenir des approximations d’une bonne précision de la série, sauf
aux temps très courts.

Une troisième possibilité pour évaluer cette série est d’ignorer la queue
de la distribution du FPT pour la marche aléatoire en temps discret, et
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de garder uniquement les nmax premiers termes de la somme définissant le

moment 〈nk〉 =
∞∑

n=0

Q(n)nk. Ces “moments tronqués” sont bornés par nk
max,

et la série correspondante (4.9) converge donc.
Cette approche est particulièrement utile lorsque la distribution du FPT

de la marche aléatoire en temps discret a été calculé numériquement, ou a
été obtenue expérimentalement : il y a alors un temps maximal d’observation
naturel. A l’inverse des approximants de Padé, cette méthode donne de très
bons résultats aux temps courts.

Passons maintenant à l’analyse de ce développement asymptotique. Une
première conséquence de l’équation (4.9) est que le comportement de π aux
temps longs est étroitement lié au FPT de la marche aléatoire en temps
discret correspondante :

π(t) ∼ ατα

Γ(1 − α)t1+α
〈n〉. (4.12)

Ce comportement aux temps longs est également valide si la distribution de
probabilité du temps d’attente n’est pas une loi de Lévy stable mais simple-
ment décrôıt comme une loi de Lévy, selon (4.2). La décroissance algébrique
observée est loin d’être inattendue, étant donné qu’elle reflète le comporte-
ment du temps d’attente [37].

On peut cependant noter que cette décroissance en t−(1+α) n’apparâıt que
dans le cas où 〈n〉 est fini. Par exemple, le cas d’une sous-diffusion 1D dans
un segment semi-infini conduit à une décroissante plus lente, comme on peut
s’y attendre sur la base de l’équation (4.12) avec 〈n〉 infini (la décroissance
exacte est en réalité en t−(1+α/2) [37, 50]).

Ceci dit, l’équation (4.12) ne se contente pas de donner la décroissance
algébrique, elle donne aussi le préfacteur exact, et l’équation (4.9) fournit le
développement asymptotique complet de π(t).

4.3 Calcul de la distribution en trois dimen-

sions

Dans le cas d’une diffusion (sans force extérieure) dans un domaine confi-
nant 3D, les résultats de la partie I nous permettent d’aller encore plus loin.
On peut réécrire l’équation (1.16) de la façon suivante :

〈nk〉 ≃ k!Nku(rT , rS)v(rT )k−1, (4.13)
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où u et v valent respectivement HTT −HTS et HTT − H̄.
Si on substitue (4.13) dans l’expansion asymptotique (4.9), et qu’on réalise

une sommation de Borel, on obtient :

π(t) =
1

πτ

∫ ∞

0

dxe−x

∞∑

k=1

(−1)k+1

(k!)2
sin(παk)Γ(αk + 1)

(τ
t

)αk+1

〈nk〉xk,

(4.14)
ce qui conduit à :

π(t) ≃ u(rT , rS)

v(rT )

∫ ∞

0

dxe−xfα(t, Nv(rT )xτα cos(πα/2), 1, 0) (4.15)

qui est en effet fini.
Si on cherche la transformée de Laplace de cette expression, on obtient :

π̂(s) ≃ u(rT , rS)

v(rT )

1

1 +Nv(rT )(τs)α
. (4.16)

On obtient alors la densité de probabilité suivante pour le FPT en fonction
de la variable réduite θ ≡ t/((Nv(rT ))1/ατ) :

π (θ) ≃ u(rT , rS)

v(rT )

sin(απ)

π

∫ ∞

0

xα

1 + 2 cos(απ)xα + x2α
e−xθdx. (4.17)

Dans le cas spécifique α = 1/2, il est possible d’écrire ce résultat en
fonction de la fonction erfc :

π(θ) ≃ u(rT , rS)

v(rT )

(
1√
πθ

− exp(θ)erfc(θ)

)
. (4.18)

Ici encore, un terme (1 − u(rT , rS)/v(rT ))δ(θ) doit être ajouté pour nor-
maliser la densité de probabilité (4.17), qui est en fait la traduction du terme
δ dans le cas d’une marche aléatoire en temps discret.

Pour étudier la validité de l’estimation (4.17) de la densité de probabilité
du FPT, des simulations numériques ont été réalisées (cf. annexe F pour les
détails).

On utilise pour u et v l’approximation basique H = G0, ce qui conduit à
H̄ = (18/5)(3/(4π))2/3N−1/3. On vérifie que, pour un réseau cubique simple,
il y a un bon accord avec la théorie (cf. Fig. 4.1).

Pour tester la robustesse de l’équation (4.17) vis-à-vis de la distribution du
temps d’attente, on n’utilise pas une loi de Lévy stable mais une distribution
de probabilité de la forme ψ(t) = t−(1+α), avec une coupure en α−1/α de façon
à assurer la normalisation de ψ.
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Fig. 4.1 – Simulations (points) comparés à l’approximation analytique (4.17)
(lignes continues) de la densité de probabilité du FPT pour le modèle CTRW.
Le domaine confinant est un cube de côté 21, la cible a pour coordonnées
(0,0,0) et est au milieu de ce cube ; la source a pour coordonnées (1,2,2). On
considère les cas α = 0.2 et α = 0.8 . La distribution du temps d’attente est
ψ(t) = t−1−α pour t > α−1/α, et ψ(t) = 0 sinon.

Le comportement de la densité de probabilité du FPT dévie uniquement
aux temps courts de la prévision théorique (en particulier sur la courbe
α = 0.8, plus sensible au comportement aux temps courts de ψ), ce qui
démontre la généralité de l’équation (4.17). Ce résultat est important, et
mérite quelques commentaires.

L’influence des positions de la source et de la cible est différente : en
effet, on peut noter que la position de la source apparâıt uniquement à tra-
vers u(rT , rS), alors que la position de la cible intervient également dans la
définition de la variable réduite θ : une fois de plus, la position de la cible est
bien plus importante que celle de la source.

L’expression de θ montre au passage que le FPT typique pour ce modèle
varie en N1/α, ce qui contraste avec la loi en N observée pour la diffusion
normale.

De plus, la distribution exponentielle du FPT dans le cas de la diffusion
normale doit être remplacée par la distribution non triviale (4.17). L’estima-
tion (4.17) donne aussi un ordre de grandeur de la validité temporelle de la
décroissance algébrique asymptotique (4.12) en 3D : l’équation (4.12) donne
une bonne approximation à condition d’avoir θ ≫ 1.

On peut également souligner que l’équation (4.17) ne se contente pas
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d’estimer la densité de probabilité du FPT, mais donne également la densité
limite exacte pour la variable réduite θ quand les parois vont à l’infini. De
façon plus précise,

lim
N→∞

π(θ) =
u∞

v∞
sin(απ)

π

∫ ∞

0

xαe−xθ

1 + 2 cos(απ)xα + x2α
dx+

v∞ − u∞

v∞
δ(θ)

(4.19)
où u∞ = G0(0) −G0(rT − rS) et v∞ = G0(0).

On peut également remarquer que, si le point source est uniformément
distribué dans le domaine confinant, la contribution due à la fonction delta
s’annule, tout comme dans le cas de la diffusion normale.

Pour finir, on peut rapidement évoquer le cas à plusieurs cibles. Il est
parfaitement possible d’appliquer au temps d’absorption (conditionnel ou
non), le développement asymptotique (4.9).

Les probabilités de splitting, quant à elles, ne sont pas modifiées, dans la
mesure où les trajectoires sont les mêmes pour le modèle CTRW et pour les
marches aléatoires en temps discret.
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Chapitre 5

Équation aux dérivées

fractionnaires

5.1 Description du modèle

On peut à présent s’intéresser à l’équivalent du modèle CTRW en es-
pace continu, à savoir le modèle FDE (pour fractional derivative equation, en
français équation aux dérivées fractionnaires). L’équation aux dérivées frac-
tionnaires qui gouverne l’évolution de la densité de probabilité p(r, t) pour
ce modèle s’écrit [3] :

∂p(r, t)

∂t
= 0D

1−α
t Kα

(
∆p(r, t) −∇.Fp(r, t)

kbT

)
, (5.1)

où F est une force extérieure, et l’opérateur de Riemann-Liouville 0D
p
t est

défini pour n ≥ p > n− 1 par

0D
p
t f(t) =

1

Γ(n− p)

dn

dtn

∫ t

0

dt′
f(t′)

(t− t′)1−n+p
. (5.2)

Cet opérateur peut être considéré comme une généralisation de la no-
tion de dérivée : en effet, pour p entier, l’opérateur 0D

p
t est très exactement

la dérivée p-ième ∂p/∂tp. Cependant, pour p non-entier, l’opérateur devient
non-local, c’est à dire que, contrairement à l’opérateur de dérivation, qui ne
dépend que du comportement de la fonction dans son voisinage immédiat,
l’opérateur de Riemann-Liouville dépend de tout le passé de la fonction sur
laquelle il s’applique. Le modèle FDE possède donc une mémoire, et on peut
même montrer qu’il s’agit de la limite continue du modèle CTRW, avec les
conditions suivantes [3] :

lim
a,τ→0

a2

2dτα
= Kα, (5.3)
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d étant la dimension spatiale.

5.2 Résultats

Cette remarque permet de déterminer des relations entre le modèle FDE
et son équivalent brownien. On note T0 le FPT pour le problème brownien,
avec un coefficient de diffusion D.

Le mouvement Brownien est la limite continue de la marche aléatoire en
temps discret, tout comme le modèle FDE est la limite continue du modèle
CTRW. Si on se place dans la limite continue, on peut relier la valeur du
temps d’attente typique τ pour le modèle CTRW équivalent au modèle FDE
de constante de diffusion généralisée Kα au pas de temps τ0 = T0/N de la
marche aléatoire en temps discret équivalente au mouvement brownien de
constante de diffusion D :

τα =
a2

2dKα

=
Dτ0
Kα

, (5.4)

On peut obtenir ainsi le développement asymptotique suivant pour la
densité de probabilité π du FPT pour le modèle FDE :

π(t) =
1

π

∞∑

k=1

(−1)k+1

k!
sin(παk)Γ(αk + 1)

(
D

Kα

)k 〈Tk
0〉

tαk+1
(5.5)

La décroissance aux temps longs de π(t) est de nouveau dominée par le terme
k = 1 :

π(t) ∼ αD〈T0〉
Γ(1 − α)Kαt1+α

(5.6)

Dans le cas 1D, on retrouve là le résultat obtenu par Lua et Grosberg [33]
grâce à une décomposition spectrale.

En fait, l’équation (5.6) est valide en toute dimension dès lors que 〈T0〉
est fini, et l’équation (5.5) donne le développement asymptotique complet de
π(t).

Ce résultat peut par exemple permettre de déterminer le comportement
aux temps longs de la distribution de probabilité du temps de sortie d’un
domaine pour un processus sous-diffusif, sachant que le FPT moyen pour
une diffusion normale peut être évalué [23, 46].

Il est possible d’utiliser le même type de méthode que dans le cas de la
CTRW pour resommer la série. Une resommation de Borel dans le cas d’un
domaine 3D, sans force extérieure appliquée, pourra, on va le voir, donner
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un résultat explicite. On peut également, ici aussi, utiliser des approximants
de Padé si 〈T0〉 peut être exactement déterminé.

C’est par exemple le cas en deux dimensions, en présence d’une force
radiale F = kBTv0/(Dr)ur, qui conduit à [40]

〈T k
0 〉 = (−1)k

[
∂k

∂sk

((
xS

xT

)ν Dν,−(xS, xR)

Dν,−(xT , xR)

)]

s=0

, (5.7)

où ν = 1−d/2, xS = rS

√
s/D, xT = a

√
s/D, xR = R

√
s/D, et Dν,±(a, b) =

Iν(a)Kν±1(b) + Kν(a)Iν±1(b), Iν , Kν étant les fonctions de Bessel modifiées
d’ordre ν.

Cet exemple montre que le champ d’application de la relation (5.5) ne se
limite pas au cas 3D sans force. Ce dernier cas reste néanmoins une applica-
tion intéressante, puisque l’on dispose également de tous les moments, si la
cible est une sphère de rayon a centrée en rT .

On peut rappeler ici les estimations des moments d’ordre supérieur (cf.
Eq. (2.20))

〈Tk
0〉 ≃ k!

(
V

D

)k

u(rT , rS)v(rT )k−1, (5.8)

où u(rT , rS) = G0(a) +H∗
TT −HTS, v(rT ) ≃ G0(a) +H∗

TT − H̄.
En utilisant, de la même manière que dans le cas discret, une resomma-

tion de Borel, on trouve que la variable réduite θ = t/[V v(rT )/Kα]1/α est
distribuée selon (4.17). Les commentaires physiques associés sont tout aussi
valables dans le cas continu que dans le cas discret.

Dans le cas où la cible (de rayon a, centrée en rT ) et le domaine confinant
(de rayon b) sont des sphères non concentriques, on peut utiliser les valeurs
de H données dans l’annexe B.

En comparant l’expression (4.17) avec des simulations numériques, pour
cette géométrie, on trouve un excellent accord (voir Fig.5.1).

Les courbes ressemblent beaucoup à celles de la Fig. 4.1, ce qui est assez
peu surprenant dans la mesure ou les expressions théoriques en fonction de
la variable réduite sont les mêmes à un facteur multiplicatif près dans les
deux cas. De fait, la loi d’échelle du FPT est entièrement contenue dans la
variable réduite θ.
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Fig. 5.1 – Simulations (points) comparées à l’expression analytique (4.17)
(lignes continues) pour la densité de probabilité du FPT dans le modèle
FDE. Le domaine confinant est une sphère de rayon 25, centrée sur l’origine ;
la sphère cible, de rayon 1 est en (10,0,0), et la source est en (0,0,1). Les cas
α = 0.2 et α = 0.8 sont considérés.
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Chapitre 6

Modèle de pièges aléatoires

6.1 Présentation du modèle

Le modèle de pièges aléatoires [13] est un des modèles les plus classiques
mettant en scène de la diffusion dans un milieu avec désordre gelé.

Le comportement de ce modèle est bien connu en une dimension mais,
en deux ou trois dimensions, on connâıt peu de choses en dehors de la loi
d’échelle du déplacement quadratique moyen en fonction du temps. En par-
ticulier, rien n’est connu jusqu’à présent en matière de temps de premier
passage.

Le modèle de pièges aléatoires est en fait la version avec désordre gelé du
modèle CTRW. C’est un modèle sur réseau, où, à chaque site du réseau, est
associé un temps d’attente tiré d’une distribution de probabilité ψ.

Tout comme le modèle CTRW, le comportement du modèle de pièges
aléatoires sera largement différent selon que le temps d’attente moyen est
fini (on retrouve alors un comportement diffusif normal), ou infini (on a alors
un comportement sous-diffusif, qui n’est cependant pas toujours le même que
pour le modèle CTRW.

En effet, si on prend des temps d’attente distribués selon une distribu-
tion ψ de la forme (4.2), c’est à dire avec une décroissance en t−(1+α), le
déplacement quadratique moyen est proportionnel à tα en dimension d > 2,
et à tα(ln t)1−α en dimension d = 2 [13].

On peut à présent étudier de façon un peu plus fine ce modèle. En effet,
il est assez clair que, si le temps d’attente moyen est infini, le FPT moyen,
moyenné sur le désordre, sera infini. Cependant, pour chaque réalisation du
désordre, le FPT moyen sera fini. On a donc une quantité intéressante à
étudier, qui est le MFPT typique, voire même la densité de probabilité de ce
MFPT par rapport au désordre.
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Il y a deux manières d’aborder le problème. La première est de prendre
une réalisation donnée du désordre, et de regarder comment le MFPT dépend
de la position de la source et de la cible. Cette approche correspond physique-
ment à un cas où l’on dispose d’un échantillon donné, et qu’on veut prévoir
ce qui se passera si on change la position de la source et de la cible.

La seconde manière de traiter le problème est d’étudier, pour une source
et une cible données, la distribution du MFPT pour ces points de départ et
d’arrivée. Physiquement, cela correspond à un cas où l’on n’a pas d’informa-
tion a priori sur l’échantillon. Cela s’applique aussi au cas physique où le
désordre varie lentement avec le temps (par rapport au MFPT typique).

6.2 Temps moyen de premier passage pour

une réalisation du désordre

Par souci de simplicité, on prendra pour ce problème des probabilités de
transition symétriques : wij = wji.

Pour résoudre le problème, on peut adapter les résultats obtenus pour la
marche aléatoire en temps discret. En effet, pour une réalisation donnée du
désordre, une estimation grossière du MFPT (qui correspond à un moyennage
sur toutes les configurations du désordre ayant le même temps d’attente
moyen) est :

〈T〉 = N〈τ〉(HTT −HST ), (6.1)

〈τ〉 étant le temps d’attente moyen pour cette réalisation particulière du
désordre.

Si ψ est une loi de Lévy stable d’indice α, la valeur typique de 〈τ〉 est
τ0N

1/α−1, sa distribution étant également une loi de Lévy stable.
Si ψ a juste une décroissance de type Lévy, vérifiant l’équation (4.2), la

distribution de 〈τ〉 tend également vers une loi de Lévy stable au fur et à
mesure que N croit.

En revanche, si les deux premiers moments de ψ sont finis, 〈τ〉 est distribué
de façon gaussienne.

La figure 6.1 montre quelques réalisations différentes du désordre, ψ étant
une loi de Lévy stable, et chaque simulation étant comparée à l’équation (6.1),
H étant approximée par G0.

On peut voir qu’on obtient effectivement la loi d’échelle correcte avec la
distance source-cible, mais cependant avec des variations importantes entre
deux points à la même distance de la cible, particulièrement pour les valeurs
les plus grandes de 〈τ〉.
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Fig. 6.1 – Simulation (points) confrontées à l’estimation (6.1), H étant ap-
proximé par G0. Le domaine est un carré (2D) 50×50, le site cible est centré,
et les différents points de simulation correspondent à différents sites sources.
Les quatre courbes et les quatre ensembles de points associés correspondent
à quatre réalisations différentes du désordre. La distribution du temps d’at-
tente est une loi de Lévy stable, α étant fixé à 0.8.

On peut expliquer cela par le fait que 〈τ〉 dépend fortement de la valeur du
plus grand temps d’attente sur le réseau. En conséquence, le MFPT dépendra
non seulement de la distance entre la source et la cible, mais également de
la distance entre ces sites et le piège le plus profond (celui avec le temps
d’attente le plus long). En effet, la position du piège le plus profond peut
être observée assez clairement sur les deux courbes les plus hautes de la
figure 6.1, vu qu’elle correspond à un MFPT maximal.

Ces considérations donneraient un temps moyen de premier passage ty-
pique Ttyp = τ0N

1/α(HTT −HTS) pour le cas sous-diffusif.

On verra par la suite que ce résultat n’est pas parfaitement exact. Ce-
pendant, l’approche présentée ci-dessus reste très utile, étant donné qu’elle
donne le MFPT pour une réalisation donnée du désordre, en fonction de la
position de la source et de la cible. Si, par des mesures préalables, on peut
avoir des informations sur la réalisation du désordre, cette approche sera donc
parfaitement pertinente.
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6.3 Distribution du temps moyen de premier

passage

En revanche, dans les cas où l’on n’a pas d’information a priori sur la
réalisation du désordre, il est possible d’aller plus loin que cette loi d’échelle
globale, et de calculer la distribution exacte des MFPT, pour une position
donnée de la cible et de la source, en fonction des pseudo-fonctions de Green.
On utilisera pour cela les résultats sur le temps d’occupation moyen n̄i (voir
Eq. (1.29)).

Pour une réalisation donnée du désordre, on a

〈T〉 =
∑

i

n̄iτi, (6.2)

où τi est le temps d’attente associé au site i.
On note π(t) la distribution du MFPT, et π̂(u) sa transformée de Laplace.
Si ψ suit une loi de Lévy stable, on a :

π̂(u) =
∏

i

ψ̂(niu) (6.3)

= exp(−τα
0 u

α
∑

i

n̄i
α) (6.4)

= exp(−T α
typu

α). (6.5)

La densité de probabilité du MFPT est alors également une loi de Lévy
stable, avec un temps typique

Ttyp =

(
∑

i

nα
i

)1/α

τ0. (6.6)

Pour un N suffisamment élevé, ce résultat peut être appliqué à n’im-
porte quelle distribution des temps d’attente satisfaisant (4.2). A l’inverse,
une distribution des temps d’attente possédant une moyenne et un premier
moment fini donnerait une distribution gaussienne du MFPT, sa variance

étant proportionelle à
∑

i

n̄i
2.

En comparant ce résultat avec des simulations, le temps d’attente pour
lesdites simulations étant une loi de Lévy (cf. Fig. 6.2), on trouve un accord
parfait. Dans la figure en question le domaine pris est petit, de façon à avoir
une différence notable entre le véritable Ttyp et la première estimation du
MFPT typique.
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Fig. 6.2 – Densité de probabilité pour le MFPT dans un carré 5×5, la source
étant en (1,2) et la cible étant en (3,4). La densité de probabilité calculée via
les simulations (courbe noire), est comparée à la loi de Lévy stable (courbe
rouge), l’unité de temps étant le Ttyp calculé dans l’équation (6.6). On utilise
les valeurs exactes de H . ψ est une loi de Lévy stable d’indice α = 0.8.

Cependant, cette première estimation fournit une borne supérieure rigou-
reuse à Ttyp, à savoir N1/ατ0(HTT −HTS). En effet, la moyenne de n̄i sur tous

les sites i est exactement HTT−HTS, étant donné que
∑

i

Hij est indépendant

de j. De plus, la fonction x→ xα étant concave, on a :

Ttyp = τ0N
1/α〈n̄i

α〉1/α ≤ τ0N
1/α〈n̄i〉, (6.7)

où 〈〉 correspond à la moyenne sur tous les sites i.
Une estimation grossière de la différence relative entre Ttyp et cette borne

supérieure suggère qu’elle temps vers 0 quand la taille du domaine augmente.
On trouvera ces estimations dans l’annexe H.

Pour résumer, en deux dimensions, Ttyp tend lentement vers la borne
supérieure, la différence relative maximale variant comme 1/ lnN ; en trois
dimensions la convergence est bien plus rapide, la différence relative maximale
variant en N−2/3.

On peut également noter que la convergence est bien plus rapide lorsque
la source et la cible sont proches : pour une distance source-cible fixée, la
différence évolue en lnN/N en 2D, et en 1/N en 3D. On peut donc estimer
que l’approximation

Ttyp ≃ N1/α(HTT −HTS) (6.8)
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est une bonne approximation, sauf pour des petits domaines (2D en particu-
lier).

6.4 Comparaison avec les modèles précédents

Pour conclure sur cette catégorie de modèles, on observe une loi d’échelle
du temps de premier passage en N−1/α, avec une dépendance en fonction
de la distance qui varie selon qu’on a un désordre recuit (CTRW, FDE), ou
un désordre gelé (pièges aléatoires) : en effet, pour un désordre recuit, la
dépendance est en gros (si on se base sur le comportement aux temps longs
de la distribution de probabilité), en 〈n〉1/α, soit une dépendance en fonction
de la position de la forme (HTT −HST )1/α, alors que, pour un désordre gelé,
la dépendance est grosso modo la même que pour une marche aléatoire en
temps discret, HTT −HST .

Les temps de premier passage peuvent donc donner des informations fines
sur la nature du désordre ! Cependant, pour obtenir ces informations il est
nécessaire d’analyser très précisément la structure des temps de premier pas-
sage.

En revanche, d’autres quantités comme les probabilités de splitting ne
permettent pas de distinguer ces modèles, ni même d’ailleurs de les distinguer
d’une marche aléatoire en temps discret, ou d’un mouvement brownien.

On va voir dans ce qui suit que la sous-diffusion dans les fractales peut
donner lieu à des comportements nettement différents.
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Chapitre 7

Milieux désordonnés et milieux

fractals

La diffusion dans les fractales [7, 14, 24], ou dans des milieux désordonnés
plus généraux, est la deuxième grande catégorie de modèles permettant de
créer de la sous-diffusion.

Les fractales sont caractérisées en premier lieu par leur dimension fractale
df , qui mesure la loi d’échelle du nombre de sites présents dans un rayon r
autour d’un site : ce nombre est proportionnel à rdf . Pour un espace eucli-
dien usuel, la dimension fractale est tout simplement égale à la dimension
euclidienne.

La diffusion dans un milieu fractal admet une deuxième dimension ca-
ractéristique : il s’agit de la dimension de la marche dw. Cette dimension est
associée à la loi d’échelle vérifiée par la diffusion : la distance r de laquelle
s’est éloignée la marche pendant le temps t vérifie la loi d’échelle rdw ∼ t.
Cela conduit à une diffusion anormale d’indice α = 2/dw.

Une troisième dimension, la dimension spectrale pourra être utilisée : elle
vaut ds = 2df/dw[7], et caractérise la distribution des modes de vibration
du réseau fractal ; on peut dire qu’elle est reliée à la structure des liens du
réseau.

Notons que le formalisme qui sera développé ici pourra s’appliquer de
façon générale à des problèmes où la diffusion anormale est créée par la struc-
ture spatiale du réseau, ou des probabilités de transmission. Par exemple, il
pourra permettre d’étudier le modèle des barrières aléatoires [13], ou les vols
de Lévy [36].
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7.1 Formalisme général

Pour mettre au point ce formalisme, on reprendra la définition (1.8) de
la pseudo-fonction de Green, et on étudiera la loi d’échelle vérifiée par cette
dernière.

L’approximation la plus évidente de la pseudo-fonction de Green, que
l’on a déjà largement utilisée au cours de cette thèse, est de l’approximer par
la fonction de Green en espace infini G0. On a vu précédemment que cette
approximation donnait en général le bon ordre de grandeur, on s’attend à un
résultat similaire ici.

La fonction de Green G0 peut être redéfinie de la même façon que H :

G0(r|r′) =

∫ ∞

0

W (r, t|r′)dt (7.1)

Cette intégrale n’est cependant pas toujours finie, et on peut utiliser la
définition généralisée suivante :

G0(r1|r′) −G0(r2|r′) = lim
T→∞

∫ T

0

W (r1, t|r′) −W (r2, t|r′)dt (7.2)

Notons que dans ce cas G0 est définie à une constante près. Pour estimer
comment la fonction de Green évolue avec la distance r, on peut supposer
que le propagateur W vérifie la loi d’échelle suivante :

W (r, t|r′) ∼ t−ds/2Π

( |r− r′|
t1/dw

)
(7.3)

Cette hypothèse est assez naturelle, étant donné que la distance r par-
courue par le processus stochastique évolue en t1/dw ; le préfacteur t−ds/2 est
quant à lui nécessaire à la normalisation du propagateur.

Notons qu’on peut trouver une variante dans la littérature [24] avec un
préfacteur supplémentaire rd−df : cela correspond à un moyennage sur les
réalisations du désordre, que le site r′ appartienne ou non à la fractale, alors
que dans notre cas on se restreint aux réalisations du désordre où r et r′

appartiennent à la fractale.
Ceci permet d’ailleurs de remarquer que, en règle générale, cette loi

d’échelle ne sera valide qu’en moyenne (soit en moyennant sur le désordre, soit
en moyennant sur les différents points à une même distance), ce qui implique
que la fonction de Green que l’on calculera aura également été moyennée.

A partir de maintenant, on considérera que ce moyennage est réalisé, et
que G0(r|r′) et W (r, t|r′) dépendent uniquement de la distance |r − r′|. On
les notera en conséquence G0(r) et W (r, t).
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En partant de la loi d’échelle (7.3), il est possible de calculer G0 :

G0(r1)−G0(r2) = lim
T→∞

∫ T/rdw
1

0

rdw

1

uds/2r
df

1

Π(u−1/dw)du−
∫ T/rdw

2

0

rdw

2

uds/2r
df

2

Π(u−1/dw)du,

(7.4)
où on utilise le fait que ds = 2df/dw, et où u est la variable réduite t/rdw

i .

On suppose à présent que, pour des petits ξ, qui correspondent au com-
portement aux temps longs, on a Π(ξ) ∼ C0 − ξβ et que Π décrôıt de façon
simili-exponentielle pour des ξ grands.

La première hypothèse n’est pas toujours vérifiée : par exemple elle ne
l’est pas pour le modèle CTRW, ce qui n’est finalement pas très surprenant
quand on sait que le MFPT est infini pour ce modèle. En revanche, pour la
plupart des fractales, en particulier pour les fractales sans boucles, les clusters
de percolation critiques et le tamis de Sierpinski [49], on s’attend à ce que
le propagateur se comporte comme une exponentielle étirée, ce qui satisfait
aux deux hypothèses.

Trois cas peuvent se présenter, selon la valeur de ds.

(i) Si ds > 2, on obtient :

G0(r) = rdw−df

∫ ∞

0

Π(u−1/dw)

uds/2
du. (7.5)

(ii) Si ds = 2, on a alors df = dw, et on a :

G0(r1) −G0(r2) = lim
T→∞

∫ T/rdw
1

T/rdw
2

Π(u−1/dw)

u
du

= −C0dw(ln(r1) − ln(r2)) (7.6)

Ce résultat est particulièrement intéressant dans la mesure où la constante
devant la loi d’échelle ne dépend que du comportement aux temps longs de
Π.

(iii) Si dS < 2, on note Π(ξ) = C0 − Π∗(ξ). On obtient alors :

G0(r1) −G0(r2) = lim
T→∞

∫ T/rdw
1

0

r
dw−df

1

uds/2
C0du−

∫ T/rdw
2

0

r
dw−df

2

uds/2
C0du

−
∫ T/rdw

1

0

r
dw−df

1

uds/2
Π∗(u−1/dw)du+

∫ T/rdw
2

0

r
dw−df

2

uds/2
Π∗(u−1/dw)du (7.7)

= −rdw−df

1

∫ ∞

0

du

uds/2
Π∗(u−1/dw) + r

dw−df

2

∫ ∞

0

du

uds/2
Π∗(u−1/dw) (7.8)
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Ces intégrales convergent uniquement si ds/2 + β/dw > 1. Cela implique
qu’il est nécessaire d’explorer le comportement aux temps longs du propa-
gateur pour avoir la garantie que la fonction de Green évolue bien en rdw−df

avec la distance.
Il faut aussi noter que ce résultat est valable pour des valeurs de r élevées,

puisque c’est là que la forme (7.3) est valable. En particulier ce résultat ne
donne pas la moindre information sur la valeur de G(0), qui dépend fortement
des détails du modèle.

Si on remplace H par l’estimation de G0 ainsi obtenue dans l’équation
donnant le MFPT (1.13), on peut estimer (en considérant que la probabilité
stationnaire W∞ est uniforme, et vaut 1/N), les équations suivantes :

Si ds > 2,

〈T〉 ∼ N(A−Brdw−df ). (7.9)

Si ds = 2,

〈T〉 ∼ N(A +B ln r). (7.10)

Si ds < 2,

〈T〉 ∼ N(A +Brdw−df ). (7.11)

Dans les trois cas, A et B étant des constantes dépendant uniquement du
modèle étudié, et pas des caractéristiques du domaine confinant.

B dépend de la fonction d’échelle Π, et correspond au préfacteur présent
dans les équations (7.5),(7.6) et (7.8).

A, quant à lui, correspond à la valeur de G0(0), et dépend des détails du
modèle, et du comportement du propagateur près de l’origine. A peut même
dépendre du site cible s’il ne sont pas tous équivalents.

7.2 Applications

7.2.1 Diffusion normale et modèle de barrières aléatoires

Les problèmes les plus simples auquel ce formalisme peut être appliqué
sont ceux qui ont un comportement diffusif normal. Dans ce cas, la fonction
Π est parfaitement connue : il s’agit d’une gaussienne,

Π(ξ) = (1/(4πD)d/2) exp(−ξ2/(4D)). (7.12)

Cela permet d’avoir la constante B, et on obtient alors :

〈T〉 ∼ N

(
A− 1

4πDr

)
(7.13)
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pour d = 3, et

〈T〉 ∼ N

(
A+

1

2πD
ln r

)
(7.14)

pour d = 2.

Un exemple d’application est le modèle des barrières aléatoires [7]. Ce
modèle est un modèle sur réseau, et les taux de transition d’un site à un
autre, notés Γ, sont symétriques, et distribués selon une distribution ρ(Γ).

Ce type de modèle peut conduire à un comportement sous-diffusif en
dimension d = 1, mais conduit à de la diffusion normale pour d ≥ 2, avec
un coefficient de diffusion effectif Deff pouvant être calculé [2] en résolvant
(numériquement le cas échéant) l’équation suivante :

∫ ∞

0

ρ(Γ)
Deff − Γ

(z − 2)Deff + 2Γ
dΓ = 0, (7.15)

z étant le nombre de coordination, qui vaut 4 pour un réseau carré.

On considère à présent la distribution

ρ(Γ) =

{
(α/Γ)(Γ/Γ0)

α si Γ < Γ0

0 sinon.
(7.16)

Si on considère que les taux de transition correspondent à des sauts
au-dessus d’une barrière énergétique, cette loi correspond à des barrières
énergétiques distribuées exponentiellement [2].

Le modèle, avec les taux de transition distribués selon (7.16), a plusieurs
caractéristiques intéressantes : en une dimension, il ressemble beaucoup au
modèle de pièges aléatoires, étudié précédemment. En deux dimensions, en
revanche, la diffusion est normale, du moins à des échelles suffisamment
grandes.

En revanche, il faut être prudent avant de moyenner sur le désordre : en
effet, le temps moyen pour quitter un site (moyenné sur le désordre) devient
infini lorsque α ≤ 1/z. Dans ce cas, le temps moyen de premier passage,
moyenné sur le désordre, sera infini.

Une interprétation physique de cet effet est la suivante : le système est
très sensible aux barrières entourant la cible et la source, que le processus
stochastique est incapable de contourner. En particulier, on peut considérer
que la constante A dans l’équation (7.14) est dépendante de la cible, avec
potentiellement une distribution large.

En revanche, le coefficient de diffusion effectif ne dépend pas de la cible
choisie.
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10 20 30

Source-target distance
1
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T
/N

Fig. 7.1 – Modèle de barrières aléatoires avec une distribution des taux
de transition (7.16), avec Γ0 = 1 et α = 0.5. Le domaine confinant est
un carré 50 × 50, la cible étant approximativement centrée. Les différentes
couleurs et les différents symboles correspondent à des réalisations différentes
du désordre. Pour chacune de ces réalisations, la courbe correspondante est
le fit par l’équation (7.14).
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Fig. 7.2 – Modèle de barrières aléatoires : les conditions sont identiques à
celles de la Fig. 7.1, mais les différents points ont été moyennés sur le désordre.
La courbe est fittée par l’équation (7.14)
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Fig. 7.3 – Simulations de vols de Lévy pour différentes valeurs de β. Le
domaine confinant est un carré 50 × 50, la cible étant approximativement
centrée. Le temps moyen de premier passage est tracé en fonction de la
distance source-cible pour différents points sources, et, pour les différentes
valeurs de β, les points de simulations ont été fittés par l’équation (7.18).

La Fig. 7.1 montre la loi d’échelle du MFPT avec la distance, pour des
réalisations du désordre différentes. Les différentes séries de points ont été
fittées par des courbes vérifiant l’équation (7.14), le coefficient de diffusion
étant donné par (7.15).

La Fig. 7.2 décrit la même situation, à ceci près que les points de simu-
lation ont été moyennés sur le désordre (on est ici dans le cas α > 1/z).

Les résultats du fit sont excellents pour de faibles valeurs de la distance
source-cible, avec des effets de bords, comme pour une marche aléatoire or-
dinaire, pour de plus grandes valeurs de la distance. Dans le cas α < 1/z,
la loi d’échelle (7.14) sera valable pour le comportement typique du MFPT,
étant donné que le MFPT moyenné sur le désordre est infini.

7.2.2 Vols de Lévy

Le formalisme développé peut aussi être appliqué aisément aux vols de
Lévy [36, 26]. Dans ce cas, on aura presque toujours ds > 2 (l’exception étant
le cas 1D, avec β ≥ 1), et il sera possible d’appliquer la loi d’échelle (7.9).

Rappelons ici que les vols de Lévy sont basés sur une distribution large
de longueur de sauts, dont la variance est infinie. Ces sauts sont caractérisés
par la décroissance de la probabilité de saut, en r−1−β. En une dimension, le
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saut peut être caractérisé par une loi de Lévy symétrique discrète.
En deux dimensions, on peut utiliser une loi de Lévy symétrique discrète

pour chacune des deux directions du réseau, mais, contrairement à ce qui se
passe dans le cas gaussien, cela crée une anisotropie dans les sauts. On utili-
sera donc pour les simulations des sauts obéissant à la mécanique suivante :
prendre le site le plus proche du point d’arrivée d’un saut dans une direction
aléatoire, et sur une distance tirée d’une loi de Lévy symétrique d’indice β.

Ces lois de Lévy fβ(x, c, 0, 0), c donnant l’échelle de la loi, sont définies
par [26]

fβ(x, c, 0, 0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−itxe−|ct|βdt. (7.17)

Pour une loi de Lévy discrète l’intégration doit se faire de −π à π.
Quel que soit le détail de la formulation choisie pour la probabilité de

saut, elle conduit à une loi d’échelle de la distance parcourue avec le temps
de la forme rβ ∼ t sur un réseau infini, et donc une dimension de la marche
dw = β, la dimension fractale étant tout simplement la dimension de l’espace
Euclidien.

On attend donc une loi d’échelle de la forme :

〈T〉 ∼ N
(
A− Brβ−d

)
. (7.18)

La figure 7.3 compare les simulations à cette loi d’échelle, et on obtient
des résultats tout à fait satisfaisants.

7.2.3 Diffusion dans des fractales régulières : l’exemple

du tamis de Sierpinski

On peut à présent s’intéresser à la diffusion dans les fractales, qui donne
généralement lieu à des comportement sous-diffusifs. Le premier modèle que
l’on considérera est l’archétype des fractales régulières, le tamis de Sierpinski,
dont la construction est décrite sur la fig. 7.4.

On considérera des tamis de Sierpinski d’ordre fini, avec des liens de
longueur 1 entre plus proches voisins, sachant qu’un pas élémentaire prend
une unité de temps. Les conditions aux bords (sur les trois sites du bord)
sont réfléchissantes. L’application des formules obtenues plus haut au cas du
tamis de Sierpinski est donc directe.

On a pour cette fractale df = ln 3/ ln 2, et dw = ln 5/ ln 2 [7]. On attend
donc pour le MFPT un comportement en N |rS − rT |(ln 5−ln 3)/ ln 2.

On a testé cette loi d’échelle sur la figure 7.5, où l’on a comparé, pour
des tamis de Sierpinski de différentes tailles, avec différentes cibles, la loi
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Fig. 7.4 – Schémas des tamis de Sierpinski d’ordre 0,1,2, et 3. Un exemple
de marche aléatoire de S à T a été tracé sur le tamis de Sierpinski d’ordre 3.
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Fig. 7.5 – Simulation numérique d’une marche aléatoire sur le tamis de Sier-
pinski. Chaque nuage de points correspond à une taille donnée du tamis, et
à un point cible donné. Les différents points cibles sont indiqués sur le tamis
de Sierpinski d’ordre 3 dans la Fig. 7.4. Le point source prend quant à lui
différentes positions dans le tamis de Sierpinski. La ligne continue correspond
à la loi d’échelle théorique rdw−df , et les différents nuages de points corres-
pondent respectivement à un tamis de Sierpinski d’ordre 6, avec une cible
en T (cercles bleus), à un tamis de Sierpinski d’ordre 7, avec une cible en
T (losanges violets), à un tamis de Sierpinski d’ordre 8, avec une cible en T
(croix rouges), en A (carrés verts), ou en S (triangles oranges)
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Fig. 7.6 – Marche aléatoire sur un cluster de percolation

d’échelle prévue et les résultats numériques. La méthode de simulation est
décrite dans l’annexe F.

Les résultats des simulations numériques suivent bien la loi d’échelle at-
tendue, sauf aux échelles les plus grandes, quand les effets de bord entrent
en ligne de compte ; ces effets sont dus à la différence entre H et G0.

Pour certains nuages de points, il est possible de voir des oscillations au-
tour de la loi d’échelle. Ces oscillations traduisent la régularité de la fractale,
et sont déjà présentes dans la fonction de Green libre G0.

En effet, l’équation (7.3) est vérifiée si on moyenne sur tous les couples
de points séparés par la distance en question ; pour une cible donnée, il peut
très bien y avoir des oscillations autour de cette moyenne ; ces oscillations
ne croissent pas et ne diminuent pas avec la distance, étant donné que le
propagateur (et donc la fonction de Green) est laissé invariant par une re-
normalisation appropriée [20]. Ces oscillations n’empêchent donc pas la loi
d’échelle générale d’être respectée pour le tamis de Sierpinski.

7.2.4 Diffusion dans des fractales aléatoires : l’exemple

des clusters de percolation critiques

Pour des fractales aléatoires comme les clusters de percolation critiques,
les choses peuvent devenir encore plus complexes, dans la mesure où il est
nécessaire de tenir compte des variations entre les différentes réalisations du
désordre.

Mais tout d’abord, il est nécessaire de décrire ces fractales. Les clusters
de percolation critiques (cf. Fig. 7.6) sont une des fractales aléatoires les plus
classiques [24, 14, 7], et présentent un comportement particulièrement riche
et complexe.
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Il existe plusieurs types de percolation, les principales étant la percola-
tion de site (les sites d’un réseau sont présents avec une probabilité p) et la
percolation de liens (les liens connectant les sites d’un réseau régulier sont
présents avec une probabilité p). Les deux modèles ont qualitativement un
comportement assez semblable, et on se concentrera ici sur la percolation de
liens.

L’ensemble des sites connectés par des liens est appelé cluster de perco-
lation. Si p est supérieur au seuil de percolation pc, il existe un cluster infini.
Si p = pc, ledit cluster est une fractale aléatoire. Dans le cas où le réseau
sous-jacent est un réseau carré (bidimensionnel), cas qui sera utilisé dans les
simulations, on a pc = 1/2. En milieu confiné, on considérera que le cluster
de percolation critique est le plus grand cluster présent.

La principale difficulté présentée par les fractales aléatoires est la ques-
tion du moyennage : comment doit-on moyenner le MFPT, le propagateur,
ou la fonction de Green, sachant que la variation entre deux réalisations du
désordre peut être importante. En particulier, il a été montré que le propa-
gateur avait un comportement multifractal [14, 15].

Cela signifie que le propagateur W (r, t) a une distribution très large, et,
en particulier, ne s’automoyennera pas : sa valeur typique sera différente de
sa valeur moyenne, cette dernière étant dominée par des évènements rares.

Cependant, il est possible d’utiliser la distance chimique, c’est à dire la
longueur du chemin le plus court entre deux points. Dans l’espace chimique,
le propagateur n’a pas un comportement multifractal, et est automoyennant.
Notons d’ailleurs que ce n’est pas une spécificité des clusters de percolation,
cette propriété peut être observée dans la plupart des fractales aléatoires.

Il sera donc plus approprié de se placer dans l’espace chimique. Dans

cet espace, la loi d’échelle du MFPT devient 〈T〉 ∼ N(Ald
l
w−dl

f + B), dl
w et

dl
f étant la dimension de la marche et la dimension fractale dans l’espace

chimique. Étant donné la loi d’échelle l ∼ rdmin , on a dw = dmind
l
w et df =

dmind
l
f . Pour le réseau carré (2D), les valeurs de ces dimensions sont [7]

df = 91/48, dw = 2, 878... et dmin = 1.131....

On peut noter que le fait que la loi d’échelle dans l’espace chimique soit
respectée implique aussi que le MFPT typique suit effectivement la loi (7.11)
dans l’espace euclidien.

La loi d’échelle pour le MFPT peut être testée grâce à des simulations
numériques (cf. annexe F pour la méthode de simulation) , ce qui permet de
trouver un accord excellent (cf. Fig. 7.7).

On a utilisé pour la simulation des conditions aux bords périodiques pour
éviter les perturbations dues aux effets de bords. Les résultats obtenus sont
remarquablement bons (sachant que les points associés à une distance chi-
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Fig. 7.7 – Simulations numériques de marches aléatoires sur des clusters de
percolation critique. Pour différentes tailles de domaine confinant, le MFPT
normalisé par le nombre de sites N est moyenné à la fois sur les différentes
paires de points source et cible séparés par la distance chimique considérée,
et sur le désordre. La courbe pointillée bleue [a] correspond à un domaine
50 × 50, la courbe pointillée verte [b] correspond à un domaine 100 × 100
et la courbe pointillée rouge [c] correspond à un domaine 150 × 150. Dans
tous les cas, on a utilisé des conditions aux bords périodiques pour que tous
les points soient statistiquement équivalents. La courbe noire correspond à
la prédiction (7.11), avec A = −0.1 et B = 1.9.
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mique plus grande que la taille chimique du domaine confinant ne sont pas
représentatifs).

7.2.5 Analyse des clusters de percolation surcritiques,

et de la transition entre sous-diffusion et diffu-

sion normale

A présent, on peut se poser la question suivante : que se passe-t-il lorsque
la concentration p de liens est supérieure au seuil de percolation pc ? Le cluster
de percolation résultant est fractal, avec la même dimension fractale df , et
le même comportement sous-diffusif, que le cluster de percolation critique, à
des échelles plus faibles que la longueur de corrélation ξ. Cette longueur de
corrélation varie en (p− pc)

−ν , avec ν = 4/3 pour le réseau carré 2D.

A des échelles plus grandes que ξ, le cluster de percolation est homogène,
et la diffusion devient normale, avec un coefficient de diffusion effectif D ∼
(p− pc)

µ, avec µ = 1.310... [24].

Le modèle est intéressant dans la mesure où une telle transition entre
un comportement diffusif anormal et un comportement diffusif normal est
observée expérimentalement, par exemple la diffusion dans la cellule, où on
observe de la sous-diffusion jusqu’à une certaine échelle (temporelle ou spa-
tiale), au-dessus de laquelle la diffusion devient normale [48].

On s’attend donc à ce que la fonction de Green pour ce cluster de per-
colation varie en rdw−df pour r < ξ, et en ln(r) pour r > ξ (pour un cluster
de percolation 2D). On attend donc une loi d’échelle de la forme (7.11) pour
r ≪ ξ, et de la forme (7.10) pour r ≫ ξ.

La Fig. 7.8 montre les résultats de la simulation (la méthode est la même
que pour les clusters de percolation critiques). Les régimes limites sont aisé-
ment identifiables, en particulier pour les valeurs intermédiaires de p (pour
p = 0.55 il est difficile de considérer que le régime limite logarithmique a bien
été atteint).

Les simulations numériques n’ont pas été réalisées sur un domaine suffi-
samment grand pour vérifier la loi d’échelle D ∼ (p − pc)

µ, car celle-ci est
essentiellement valable pour p proche de pc, valeurs pour lesquelles le domaine
confinant n’est pas assez grand pour permettre d’atteindre le régime limite
logarithmique, et en déduire une valeur du coefficient de diffusion effectif.

Ce petit bémol n’empêche pas les simulations de montrer parfaitement la
transition entre les deux comportements.



7.2. APPLICATIONS 91

1 10 100

Chemical distance

10

100

<
T

/N
>

p = 0.55

p = 0.6

p = 0.65

p = 0.7

Fig. 7.8 – Simulations numériques de marches aléatoires sur un cluster de
percolation surcritique. Le domaine confinant est un carré de côté 100, avec
des conditions aux bords périodiques. Le MFPT normalisé par le nombre de
sites N est moyenné à la fois sur les différents couples de points séparés par la
distance chimique en question et sur le désordre. La courbe noire correspond
à la loi d’échelle (7.11) pour les clusters de percolation critiques, et, pour
chaque concentration p de liens, on a fitté la simulation numérique (ligne
continue) par la loi d’échelle logarithmique (7.11) (ligne pointillée)
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7.3 Comparaison des différents modèles in-

duisant de la sous-diffusion

A présent que les propriétés de premier passage pour la diffusion anor-
male créée par la structure spatiale du milieu diffusif ont été obtenues, il
est possible de comparer les résultats avec ceux des autres modèles générant
de la sous-diffusion, à savoir les modèles CTRW et FDE, ainsi que celui des
pièges aléatoires. Ces modèles génèrent de la sous-diffusion à toute échelle,
mais peuvent également être adaptés, comme on le verra par la suite, à
des problèmes où la sous-diffusion n’apparâıt qu’aux petites échelles, ce qui
induira bien entendu des comportements différents pour les propriétés de
premier passage.

7.3.1 Sous-diffusion à toute échelle

En ce qui concerne le temps de premier passage, sa moyenne reste finie
dans un modèle de type fractal, alors qu’elle devient infinie pour un modèle
de type CTRW/FDE. Le cas des pièges aléatoires est intermédiaire, dans la
mesure où le temps moyen est fini pour une réalisation du désordre, mais infini
si l’on moyenne. Cependant, la manière dont la sous-diffusion est générée le
rapprocherait plus des modèles de type CTRW.

Cette différence est essentielle, mais peut cependant être difficile à voir
expérimentalement, étant donné qu’une expérience ne pourrait mesurer la
distribution du temps de premier passage que jusqu’à un certain temps : il
peut donc être délicat de déterminer si le temps moyen de premier passage
est fini ou non. Le fait que la forme de la distribution du temps de premier
passage soit connue pour les modèles de type CTRW ou FDE peut néanmoins
aider à identifier les situations relevant de ce type de modèle.

On dispose cependant d’un autre outil pour étudier la nature du proces-
sus sous-diffusif, à savoir les probabilités de splitting. Expérimentalement,
on peut imaginer un protocole où les deux cibles sont deux catalyseurs, ca-
talysant deux réactions limitées par la diffusion différentes, avec un réactif
identique. Ce réactif pourrait alors être injecté au point S, et les probabilités
de splitting seraient alors données par la proportion des produits des deux
réactions.

Pour les modèles de type CTRW/FDE, ou pour le modèle des pièges
aléatoires, les probabilités de splitting sont identiques à celles d’une diffusion
normale. En revanche, pour des modèles de type fractal, on a toujours la
même formule (1.23) pour les probabilités de splitting, mais H se comporte
très différemment, en particulier dans le cas où dS < 2 : dans ce cas, la
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probabilité d’atteindre la cible la plus lointaine décrôıt en r−(dw−df ), r étant
la distance à l’autre cible et à la source, alors qu’elle décrôıt en 1/ ln(r) en
deux dimensions, ou tend vers une constante en trois dimensions, pour des
modèles de type CTRW/FDE, ou pour le modèle de pièges aléatoires.

7.3.2 Sous-diffusion à petite échelle uniquement

Dans les milieux où le mouvement est sous-diffusif seulement jusqu’à une
certaine échelle spatiale ou temporelle, les deux types de modèles peuvent
être adaptés. Un modèle fractal peut être fractal jusqu’à une certaine échelle
spatiale, à l’instar des clusters de percolation surcritiques, et avoir une struc-
ture invariante par translation pour des échelles supérieures ; la distribution
des temps d’attente pour le modèle CTRW peut être adaptée de façon à
n’avoir une décroissance en t−1−α que jusqu’au temps de croisement, et une
décroissance plus rapide par la suite : le temps moyen d’attente devient alors
important mais fini.

Le temps moyen de premier passage existera dans les deux modèles mo-
difiés : le modèle CTRW conduira aux même résultats que la marche aléatoire
en temps discret, avec un pas de temps égal au temps d’attente moyen. La loi
d’échelle observée sera donc de la forme (7.13) ou (7.14), selon la dimension
de l’espace.

En revanche, pour une structure de type fractal, on obtiendrait la même
loi d’échelle pour des distances source-cible plus grandes que la distance
de croisement entre le régime diffusif et sous-diffusif ; en revanche, à des
échelles plus petites, on retrouverait un comportement de type fractal, une
loi d’échelle de type (7.11).

Le comportement à petite distance du MFPT peut donc permettre d’iden-
tifier l’origine de la sous-diffusion dans ce cas. Les probabilités de splitting
auront également des différences observables quant au comportement à petite
distance.
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Conclusion générale

Pour conclure ce tour d’horizon des propriétés de premier passage en
milieu confiné, un récapitulatif des résultats obtenus ne sera pas de trop.

Les principaux résultats concernent le temps moyen de premier passage.
Dans le cas d’une marche aléatoire en temps discret, on a pu obtenir une
valeur exacte pour le temps moyen de premier passage pour des domaines
rectangulaires et parallépipédiques, et des approximations raisonnables pour
des formes plus générales. Pour le mouvement brownien, on a des approxi-
mations dans tous les cas, mais celles-ci sont particulièrement précises pour
des domaines sphériques.

On peut avoir également, aussi bien pour des marches aléatoires que pour
du mouvement brownien, de bonnes estimations de la densité de probabilité
du temps de premier passage dans le cas où le domaine confinant est tridi-
mensionnel. La distribution du temps d’occupation en un site a également
pu être calculée, et ce, de façon exacte, en toute dimension, dans le cas d’une
marche aléatoire.

Pour le problème à deux cibles, les probabilités de splitting et les temps
moyen d’absorption ont pu être obtenus (la précision des évaluations étant
la même que pour le temps moyen de premier passage) ; dans le cas d’un
domaine 3D, on a pu également calculer le temps moyen d’absorption condi-
tionnel.

Dans le cas d’une diffusion anormale, on a obtenu la distribution du temps
de premier passage pour les modèles CTRW/FDE, dans le cas de domaines
3D. On n’a obtenu en revanche que le comportement aux temps longs de
cette distribution dans un domaine 2D. Dans tous les cas, le temps moyen
est infini pour ces modèles. Pour le modèle des pièges aléatoires, on a obtenu
la distribution des temps moyens de premier passage.

En ce qui concerne la diffusion sur les fractales, on a pu déterminer les
lois d’échelle respectées par les temps moyens de premier passage. La loi
d’échelle obtenue est d’ailleurs suffisamment générale pour s’appliquer aux
vols de Lévy ou aux modèles de barrières aléatoires.

Les résultats pour les probabilités de splitting sont exactement les mêmes



96 CONCLUSION GÉNERALE

que dans le cas discret pour les modèles CTRW/FDE, ainsi que pour le
modèle de pièges aléatoires ; en revanche, pour des modèles fractals, les pro-
babilités de splitting sont notablement affectées. De nombreuses différences
entre les différents modèles sous-diffusifs ont pu être mises en évidence ; ce tra-
vail ouvre donc la voie à des études expérimentales permettant de déterminer
l’origine de la sous-diffusion.

Parmi les nombreuses autres pistes à développer, on peut citer une amé-
lioration de la précision des évaluations ; en particulier, augmenter le nombre
de domaines dans lesquels les propriétés de premier passage peuvent être
calculées explicitement.

Une autre piste à développer est la distribution des temps d’absorption
dans le cas à deux cibles : des arguments qualitatifs permettent d’avoir une
intuition de la réponse, mais du travail supplémentaire est nécessaire pour
apporter d’autres justifications.

Un autre axe de recherche est l’évaluation des propagateurs en milieu
confiné, sachant que les évaluations des distributions des temps de premier
passage fournissent un outil avec lequel travailler. Ces distributions, par
ailleurs, peuvent encore être raffinées : le comportement à faible temps, en
particulier, mérite d’être étudié.

Un dernier sujet d’étude concernerait les temps de premier passage pour
des processus super-diffusifs : on a une bonne idée du comportement des vols
de Lévy, mais les marches de Lévy posent d’autres problèmes, non encore
résolus ; par ailleurs, la limite continue des vols de Lévy (qui correspond à un
autre type d’équations aux dérivées fractionnaires), est moins facile à étudier
que celle du modèle CTRW.

Pour cet ensemble de problèmes encore ouverts, des jalons ont été posés.
D’autres questions, plus difficiles, restent cependant en suspens : quid de
la distribution de probabilité en 2D, ou, plus difficile encore, dans le cas
des fractales ? Le formalisme développé ici permet-il d’analyser le temps de
première rencontre de deux particules mobiles ? Peut-on, dans le cas des
fractales, aller plus loin qu’une simple loi d’échelle dans l’analyse du temps
de premier passage ?

Toutes ces questions montrent que les méthodes développées dans cette
thèse ont un domaine d’application particulièrement vaste, et permettront
très probablement de nouveaux développements dans un avenir proche.
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7. S.Condamin,O.Bénichou,V.Tejedor et J.Klafter, First-passage proper-
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Appendix A

Evaluation of the mean

first-passage time with the Kac

formula

Target site

Starting site

Figure A.1: Modifications of the original lattice: arrows denote one-way
links.

Kac’s formula (cf. Appendix E) can be used to derive the MFPT 〈T〉 by
slightly modifying the original lattice (see Fig.A.1): we suppress all the original
links starting from the target site T , and add a new one-way link from T to the
starting point S, whereas all other links are unchanged. In this new lattice, any
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APPENDIX A. EVALUATION OF THE MEAN FIRST-PASSAGE TIME

WITH THE KAC FORMULA

trajectory starting from T goes to S at its first step, so that the mean first-return
time (MFRT) to T is just the MFPT from S to T in the former lattice, plus one.

An exact, formal expression for the MFPT can thus be derived for the most
general finite graph. It is not strictly necessary to have symmetrical transition
probabilities wij , but the graph has to be irreductible (any point can be reached
from any other) Let π(r) be the stationary probability of the modified lattice. We
write π(rT ) = J . According to Kac’s formula, the MFRT to T on the modified
graph is 1/J , so that the MFPT from S to T in the original graph is 〈T〉 =
1/J − 1. All we need to find is the stationary probability π. It satisfies the
following equation:

π(ri) =
∑

j

wijπ(rj) + JδiS − JwiT (A.1)

where δ is the Kronecker symbol. To solve this equation, we define the auxiliary
function π′, such that π′(ri) = π(ri) − JδiT . It satisfies:

π′(ri) =
∑

j

wijπ
′(rj) + JδiS − JδiT (A.2)

so that π′ has the following expression:

π′(ri) = (1 − J)π0(ri) + JH(ri|rS) − JH(ri|rT ), (A.3)

where π0 is the stationary probability of the original lattice. This solution satisfies
the equation (A.2), and ensures that π is normalized. The condition π′(rT ) = 0
allows us to compute J and to deduce the following exact expression:

〈T〉 =
1

π0(rT )
[HTT − HTS] (A.4)

If wij is symmetric, which is the case in all the practical applications considered
here, we simply have π0 = 1/N , and we find back the simpler formula (1.6)

〈T〉 = N [HTT − HTS] (A.5)
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Appendix B

Evaluation of the pseudo-Green

function

B.1 Exact formulas

B.1.1 Periodic boundary condition and rectangular do-

mains for a discrete pseudo-Green function

There are two specific cases where the discrete pseudo-Green function H may be
computed exactly: when the domain is rectangular (parallepipedic in three di-
mensions) or when the boundary conditions are periodic [17]. These results are
interesting in themselves, but, moreover, for a domain which is almost rectan-
gular/parallepipedic, they will give a good approximation for H. The simplest
computation is for periodic boundary conditions. Let us consider a domain, with
X sites in the x direction, Y sites in the y direction, and Z sites in the z direction.
We decompose H into a Fourier sum:

H(r|r′) =

X−1∑

m=0

Y −1∑

n=0

Z−1∑

p=0

amnp(r
′) exp

(
2imπx

X
+

2inπy

Y
+

2ipπz

Z

)
(B.1)

The coordinates of r are (x, y, z) and the coordinates of r
′ are (x′, y′, z′) If we inject

this into equation 1.4, we get the following equation:

Namnp(r
′)

(
1 − 1

6

(
e

2imπ
X + e

−2imπ
X + e

2inπ
Y + e−

2inπ
Y + e

2ipπ

Z + e−
2ipπ

Z

))

= e−
2imπx′

X
− 2inπy′

Y
− 2ipπz′

Z − δ(m,n,p)(0,0,0) (B.2)

And thus, we have the following expression for H:

H(r|r′) =
1

N

X−1∑

m=0

Y −1∑

n=0

Z−1∑

p=δ(m,n)(0,0)

exp
(

2imπ(x−x′)
X + 2inπ(y−y′)

Y + 2ipπ(z−z′)
Z

)

1 − 1
3

(
cos 2mπ

X + cos 2nπ
Y + cos 2pπ

Z

) (B.3)
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In two dimensions, we have a similar formula for H:

H(r|r′) =
1

N

X−1∑

m=0

Y −1∑

m=δn0

exp
(

2imπ(x−x′)
X + 2inπ(y−y′)

Y

)

1 − 1
2

(
cos 2mπ

X + cos 2nπ
Y

) (B.4)

The case of a parallepipedic domain is slightly more complicated, since we have
to implement the reflecting boundary conditions. To do this, we use semi-integer
coordinates for the points: x(resp. y and z) varies between 1/2 and X(resp. Y
and Z) −1/2. We then map the problem into a problem with periodic boundary
conditions, but with x (resp. y,z) varying between −X (resp. Y , Z) +1/2 and
X − 1/2, and H satisfying the following equation:

H(r|r′) =
1

6

∑

r′′∈N(r)

H(r′′|r) +
∑

s∈S(r)

δsr′ −
1

N
(B.5)

where N(r) is the ensemble of neighbours of r, and S(r) is the ensemble of points
symmetrical to r, i.e. the points of coordinates (±x,±y,±z). Because of the
symmetry in the problem, the H restricted to the original domain satisfies the
reflective boundary conditions. We decompose H into a Fourier sum:

H(r|r′) =
X∑

m=−X+1

Y∑

n=−Y +1

Z∑

p=−Z+1

amnp(r
′)e

imπx
X e

imπy

Y e
imπz

Z (B.6)

We then obtain:

8Namnp

(
1 − 1

3

(
cos

mπ

X
+ cos

nπ

Y
+ cos

pπ

Z

))

= 8

(
cos

mπx′

X
cos

nπy′

Y
cos

pπz′

Z
− δ(m,n,p)(0,0,0)

)
(B.7)

This finally gives:

H(r|r′) =
8

N

X−1∑

m=1

Y −1∑

n=1

Z−1∑

p=1

cos mπx′

X cos nπy′

Y cos pπz′

Z cos mπx
X cos nπy

Y cos pπz
Z

1 − 1
3

(
cos mπ

X + cos nπ
Y + cos pπ

Z

) (B.8)

+
6

N

X−1∑

m=1

Y −1∑

n=1

cos mπx′

X cos nπy′

Y cos mπx
X cos nπy

Y

1 − 1
2

(
cos mπ

X + cos nπ
Y

) +
6

N

Z−1∑

p=1

cos pπz′

Z cos pπz
Z

1 − cos pπ
Z

+
6

N

X−1∑

m=1

Z−1∑

p=1

cos mπx′

X cos pπz′

Z cos mπx
X cos pπz

Z

1 − 1
2

(
cos mπ

X + cos pπ
Z

) +
6

N

Y −1∑

n=1

cos nπy′

Y cos nπy
Y

1 − cos nπ
Y

+
6

N

Y −1∑

n=1

Z−1∑

p=1

cos nπy′

Y cos pπz′

Z cos nπy
Y cos pπz

Z

1 − 1
2

(
cos nπ

Y + cos pπ
Z

) +
6

N

X−1∑

m=1

cos mπx′

X cos mπx
X

1 − cos pπ
Z
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In two dimensions the expression is slightly less imposing:

H(r|r′) =
4

N

X−1∑

m=1

Y −1∑

n=1

cos mπx′

X cos nπy′

Y cos mπx
X cos nπy

Y

1 − 1
2

(
cos mπ

X + cos nπ
Y

)

+
4

N

X−1∑

m=1

cos mπx′

X cos mπx
X

1 − cos mπ
X

+
4

N

Y −1∑

n=1

cos nπy′

Y cos nπy
Y

1 − cos nπ
Y

(B.9)

These formulae have the advantage of being exact, which enables us to compute
exactly all the quantities studied in this article for such geometries. However, the
computation of H may be computationally expensive for large domains. In the
continuous case, the same method can be applied, but H can only be expressed as
an infinite series[4]. We give the result for a 2D rectangle X × Y :

H(r|r′) =
4

XY

∞∑

m=1

∞∑

n=1

cos mπx′

X cos nπy′

Y cos mπx
X cos nπy

Y(
mπ
X

)2
+
(

nπ
Y

)2

+
2

XY

∞∑

m=1

cos mπx′

X cos mπx
X(

mπ
X

)2 +
2

XY

∞∑

n=1

cos nπy′

Y cos nπy
Y(

nπ
Y

)2 (B.10)

Note that all these evaluations lead to H̄ = 0.

B.1.2 Addition of a site to a domain

When the pseudo-Green function in known for a domain, it is possible to compute
the pseudo-Green function for this domain, plus an extra site. We will note H(0)

the known pseudo-Green function for the domain, and H(1) the pseudo-Green
function for this domain plus the extra site. To make things simpler, we will only
consider a square 2D or 3D lattice, and an extra site connected to the rest of the
domain through a single link. This corresponds to the conditions of Fig.1.3, and
can be very useful to model exit problems, when the random walker may exit the
domain by a few openings on a reflecting boundary: these openings correspond
to these extra sites. The extra site will be denoted as E, and its neighbor by A
(as approach site). N is the number of sites of the original lattice. The solution
H(1)(ri|rj) will have different expression according to whether i or j are the exit
site. If neither i nor j are the exit site, the solution is the following:

H
(1)
ij = H

(0)
ij − 1

N + 1

(
H

(0)
iA + H

(0)
jA

)
(B.11)

This way H(1) satisfies the definition of H (1.4), in all the points different from
A (where an additional check will be necessary), since there are N + 1 and not
N sites in the extended domain. Moreover, it is symmetrical: since the transition
probabilities are symmetrical, this is equivalent to the summing condition (1.5).
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Physically, the addition of an extra point is equivalent a small negative source in
A. The equation (1.4) for E can give the value of H(1)(ri|rE). Indeed we get:

H
(1)
iE =

2d − 1

2d
H

(1)
iE +

1

2d
H

(1)
iA + δiE − 1

N + 1
(B.12)

This gives:

H
(1)
iE = H

(1)
iA + 2d

(
δiE − 1

N + 1

)
(B.13)

For i 6= E, this gives:

H
(1)
iE = H

(0)
iA − 1

N + 1

(
H

(0)
iA + H

(0)
AA + 2d

)
(B.14)

and, finally:

H
(1)
EE = H

(0)
AA − 1

N + 1

(
2H

(0)
AA + 4d

)
+ 2d (B.15)

It can be checked that the equation (1.4) is indeed satisfied for the point A. This
process can be iterated if necessary to add more points to the domain. However,
it can quickly become quite complicated. If the point added has two or more
neighbours, things start to be a bit more complicated, the expression of H(1) in
the former domain looks like:

H
(1)
ij = H

(0)
ij − α1

(
H

(0)
iA1

+ H
(0)
jA1

)
− α2

(
H

(0)
iA2

+ H
(0)
jA2

)
(B.16)

Physically, negative sources have to be added on both neighbors, but the intensity
α1 and α2 of these sources has to be set by solving the equations (1.4) for the extra
point and its neighbors.

B.1.3 Disks and spheres for the continuous pseudo-

Green functions

In the continuous case there is however a case where the pseudo-Green function is
known exactly: if the domain is a disk or sphere of radius b. We will simply give
the results; the detailed computation can be found in [4]. In both formulas, we
use the image of r

′, that we note r̃
′, which is aligned with r and the center of the

disk/sphere O, and at a distance r̃′ = b2/r′. We note R = |r − r
′|, R̃ = |r − r̃

′|,
and µ = cos γ, γ being the angle between r and r

′. In two dimensions, the result
is the following:

H(r|r′) =
1

2π

(
ln

b

R
+ ln

b

R̃
+ ln

b

r′
+

r2 + r′2

2b2

)
(B.17)

The first term corresponds to G0, the second to the image of r
′, the third term is

needed to ensure the symmetry of H, and the last term corresponds to the −1/V
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Figure B.1: Schematic picture of the quantities used in the computation of
H(r|r′).

term in the definition of the pseudo-Green function. The three-dimensional result
is a bit more complicated, with a logarithmic term whose physical signification is
unclear:

H(r|r′) =
1

4π

(
1

R
+

b

r′R̃
− 1

b
ln

(
r′R̃
b2

+ 1 − rr′µ
b2

)

+
r2 + r′2

2b3

)

(B.18)

These results are very useful by themselves, but they will also be useful to approx-
imate H near a curved boundary, as we will see in the following. The result for a
sphere can also be used to estimate H̄ when one uses the approximation H = G0

in non-elongated 3D domains. Indeed the exact result enables one to take into
account the corrections to G0, which are negligible when the source and the target
are close, but give a substantial correction to the value of H̄. To compute H̄, one
can use Eq. (2.13), and choose for r the centre of the sphere. We have in this case:

H(r′|r = 0) =
1

4π

(
1

R
+

R2

2b3

)
(B.19)

A constant (1 − ln(2))/(4πb) has been suppressed, in order to have a final result
relevant for the approximation H = G0. Remember here that H is defined up to
a constant, and that the approximation H = G0 is a way to impose this constant.
From this expression of H it is straightforward to get an expression for H̄:

H̄ =
3

5

(
3

4π

)2/3

V −1/3 (B.20)

If one wants to use this result in the discrete case, it must be noted that the
continuous limit of the discrete model corresponds to D = 1/2d and not D = 1.
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This diffusion coefficient is included in the discrete pseudo-Green function, and
the discrete estimation of H̄ is thus:

H̄ =
18

5

(
3

4π

)2/3

V −1/3 (B.21)

B.1.4 Surface of spheres

Another case where we can compute exactly H is the case of the surface of a
sphere. Indeed in this case we have exactly:

H(r|r′) = − 1

2π
ln |r− r

′| (B.22)

Since H is isotropic in this case it simplifies things: G0(a) + H∗(rT |rT ) can be
replaced by H(a) in Eq.(2.17) This gives back the result obtained by a straight-
forward computation of the FPTs in a sphere [21]. Moreover this will give good
approximations of all the two-target quantities, which was, to our knowledge, not
known until now. This result is not used elsewhere in the paper, but is however
important due to the physical relevance of the diffusion on the surface of a sphere.

B.2 Use of the approximations

The next step is to study cases where no exact formula for H is known. The
simplest approximation to H is the infinite-space Green function G0, but, as we
see in the following numerous numerical simulations, this approximation in often
unsatisfying if one needs more than an order of magnitude. We thus present a wide
range of other approximations. Before we present them, it must be emphasised
that, in general, all the H terms should be derived with the same approximation:
H is defined up to a constant, and this constant depends of the approximation used!
However, for complicated expression involving H, this constraint can be relaxed:
if the expression can be decomposed into terms of the form (H(r1|r2)−H(r3|r4)),
these terms may be computed with different approximations, since they do not
depend on the constant up to which H is defined. For example, in the two-
target problem, we have P1 = H1s+H02−H2s−H12

H01+H02−2H12
. We can use if necessary two

approximations, one accurate around T1, which we note H(1), and another accurate
around T2, which we note H(2). Then, to compute P1, we use them the following
way:

P1 =
H

(1)
1s + H

(2)
02 − H

(2)
2s − H

(1)
12

H
(1)
01 + H

(2)
02 − H

(1)
12 − H

(2)
12

(B.23)

In the following we will exclusively test the accuracy of the approximations by
estimating the FPT. We will thus not use this particular trick, but it is useful to
keep it in mind if one has for example to deal with two targets near two different
boundaries.
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B.3 Boundary approximations

The first kind of approximations we can use is the boundary approximations. This
means that we will pay attention to the effect of a boundary near the target, but
will ignore the volume effects (typically we will ignore the term −1/N or −1/V
in the definition of H) The order of the magnitude of the correction brought by
these terms is of about (r− r

′)2/N in the discrete case, or (r− r
′)2/4A in the 2D

continuous case, (r−r
′)2/6V in the 3D continuous case. We can see one important

thing: in three dimensions this correction is often negligible (its order of magnitude
is at most N−1/3 in the discrete case, V −1/3 in the continuous case). However it
is not the case in two dimensions, where this correction cannot be neglected. The
results of this part will thus essentially be used either on three dimensions when
the target is near a boundary, or in two dimensions when both the target and the
source are near the same boundary.

B.3.1 Planar boundaries

The simplest type of boundary which can be treated is the planar boundaries,
both in the continuous and discrete case. If we note s(r) the point symmetrical to
r with respect to the boundary, then the local approximation:

H(r|r′) = G0(r − r
′) + G0(r − s(r′)) (B.24)

satisfies the boundary conditions on the flat boundary, and is symmetric. It thus
can be a good approximation for the pseudo-Green function.

Figs. B.2 and B.3 show that this approximation can work very well in three
dimensions, at least as long as the target is far from any other boundary! Fig.
B.5 shows the application to the continuous case. The approximation works very
well as long as the source is not to close to another boundary, but is less accurate
(even if it still is an improvement compared to the basic approximation H =
G0). The reason for that is that the boundaries are not very far from the target
(about 10 target radii, whereas the opposite boundary is 40 lattice steps away
in Fig. B.3). To take this into account, one can add to H the contributions
due to the reflexions in other boundaries, and even, if we are near a corner, the
contributions due to the reflexions in several boundaries. If we take into account
two boundaries 1 and 2, for example, we can have an expression of the type
H(r|r′) = G0(r − r

′) + G0(r − s1(r
′)) + G0(r − s2(r

′)) + G0(r − s1(s2(r
′))) We

used this kind of expression for the orange curve in Fig. B.5, to take into account
the fact that the source is in a corner for x = 0. This indeed improves the
evaluation when the source is near this corner. In the 2D case the accuracy is not
as good as in the 3D case (see Figs. B.3 and B.4) but this correction is still a clear
improvement compared to the basic approximation H = G0!
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Figure B.2: Discrete random walk - Influence of the distance between the
boundary and the target; the domain is a 3D cube of side 41 centered on
(0, 0, 0), the target is at (x− 20, 0, 0) and the source is at (x− 15, 0, 0); blue
dashed line: approximation H = G0; black solid line: local approximation
taking into account the boundary.
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Figure B.3: Discrete random walk - Influence of the position of the source; the
domain is a 3D cube of side 41 centered on (0, 0, 0), the target is at (−18, 0, 0)
and the source is at (x− 20, 0, 0) ; blue dashed line: approximation H = G0;
black solid line: local approximation taking into account the boundary.
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Figure B.4: Discrete random walk - Influence of the position of the source; the
domain is a 2D square of side 41 centered on (0, 0, 0), the target is at (−18, 0)
and the source is at (x − 20, 0); blue dashed line: approximation H = G0;
black solid line: local approximation taking into account the boundary.

B.3.2 Curved boundaries

For obvious reasons, we will only have to consider the problem of curved boundaries
in the continuous problem. We already have for this a ready-to-use result, which
are the exact results for the sphere and the circle (Eqs. (B.17) and (B.18)). Thus,
near an inward-curved boundary, we will simply approximate H by the H for
the circle/sphere whose center is the center of curvature of the boundary. Note
that in three dimensions this can only work if the boundary can be fitted by a
spherical boundary; otherwise we do not have an accurate approximation. This
approximation has been confronted with numerical simulation (see Fig. B.6 and
B.7). This approximation is indeed very good, except again when the source is
near a corner (for low x in Fig. B.6, for low and high θ in Fig. B.7).

For outward-curved boundaries, we also can use the known result for a reflect-
ing disk or sphere in an infinite domain [4]: we use the same notations as in B.1.3
(cf. Fig. B.1), but noting that both r and r

′ are outside of the disk (or sphere) of
radius b, and r̃

′ is inside. Then, we have the following expressions for H :

H(r|r′) =
1

2π

(
ln

b

R
+ ln

b

R̃
+ ln

r

b

)
(B.25)

in two dimensions, and:

H(r|r′) =
1

4π

(
1

R
+

b

r′R̃
+

1

b
ln

(
rr′(1 − µ)/b2

r′R̃/b2 + 1 − rr′µ/b2

))
(B.26)
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Figure B.5: 3D Brownian motion: the domain is an eight of sphere; the
sphere is of radius 25, centered on (0, 0, 0), and the domain is reduced to
positive coordinates. The target is in (10, 10, 2), and the source is in (x, x, 3).
Red crosses: numerical simulations; blue dashed curve: basic approximation
H = G0; green dashed curve: approximation (2.17), with H taking into
account the nearest boundary; solid black curve: approximation (D.10) with
the same H ; solid orange curve: same approximation, with the H taking into
account the reflexions into the (x = 0) and (y = 0) planes.

in three dimensions.

B.4 Uniform approximations

This kind of approximation explicitly takes into account the −1/N or −1/V term
in the definition of H, and thus will be especially useful in two dimensions. We
will have two kinds of uniform approximations, the central uniform approximation,
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Figure B.6: Same domain as in Fig. B.5; the target is in (12.5, 12.5, 12.5),
and the source in (x, x, x). Blue dashed line: result with H = G0; solid
black line: estimated FPT, taking into account the presence of the curved
boundary. The position of the target (blue sphere) and possible positions of
the source (red dashed line) are schematized.

which takes into account the presence of boundaries in a mean-field way, and
thus should be used when the target is in the middle of the domain, and the
mixed uniform approximation, which takes into account explicitly the presence of
a precise boundary, which we call the reference boundary, while the presence of
the other boundaries is treated in a mean-field way. This one should thus be used
when the target is near a boundary. We will make all the computations in two
dimensions, since it is where the uniform approximations are the most useful. We
will also mainly focus on the continuous case, but the results can easily be adapted
to the discrete case. We will use as a trial domain a quarter of disk, for which we
do not know the exact H, and which has both curved and flat boundaries.
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Figure B.7: Same domain as in Fig. B.5; the target is in (12.5, 12.5, 12.5), and
the source in ((23/

√
(2)) sin θ, (23/

√
(2)) sin θ, 23 cos θ). Blue dashed line:

result with H = G0; solid black line: estimated FPT, taking into account
the presence of the curved boundary. The position of the target (blue sphere)
and possible positions of the source (red dashed line) are schematized.

B.4.1 Central uniform approximation

The principle of this approximation is to approximate H∗ by a second degree
polynomial. H∗ must satisfy the following equation:

∆H∗(r|r′) =
1

V
(B.27)

or a similar equation in the discrete case. We approximate H∗ the following way
(in two dimensions, the extension to three dimensions is straightforward):

H∗(r|r′) = α1

[
(x − x0)

2 +
(
x′ − x0

)2]
+α2

[
(y − y0)

2 +
(
y′ − y0

)2]
+α3(x−x′)2+α4(y−y′)2

(B.28)
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Figure B.8: The domain is a square of side 61, the target is in the middle
of it and the source takes all possible position on the lattice. In this case
the estimated MFPT with H = G0 (blue dashed curve) and with the central
uniform approximation (black solid line) depend only of the source-target
distance. The red crosses denote numerical simulations.

With the relation

α1 + α2 + α3 + α4 =
1

2A
(B.29)

(the sum is 2N for the 2D discrete case) We thus have six variables to find: the
coordinates of the reference point r0, and the four α variables, and only one equa-
tion to relate them. Also note that the axes have to be set. To find values for
these variables we will use a somewhat crude approximation, which is to put the
reference point at the domain’s center of gravity; the axes are then set to be the
principal axes of the domain (i.e.

∫
D(x − x0)(y − y0)dxdy = 0). Then, we will

balance the influence of the two directions: we would like to have:
∫

D
(α1 + α3)(x − x0)

2dxdy =

∫

D
(α2 + α4)(y − y0)

2dxdy (B.30)

Noting

Kx =

∫

D
(x − x0)

2dxdy (B.31)

Ky =

∫

D
(y − y0)

2dxdy, (B.32)

this gives:

α1 + α3 =
1

2A

Ky

Kx + Ky
(B.33)
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Figure B.9: The domain is a 2D quarter of disk, the disk being of radius
50, centered on (0, 0), and the domain is reduced to positive coordinates.
The target is in (25/

√
2, 25/

√
2), and the source is in in (x/

√
2, x/

√
2). Red

crosses: numerical simulations; blue dashed line: result with H = G0; solid
black line: estimated MFPT, H being computed with the central uniform
approximation; green dashed line: estimated MFPT, H being computed with
the uniform approximation, but with different values of the α terms, i.e. the
sum α1 + α3 remains the same but α3 = α4 = 0. The position of the
target (blue sphere) and possible positions of the source (red dashed line)
are schematized.

α2 + α4 =
1

2A

Kx

Kx + Ky
(B.34)

Stopping the computation here, and taking for example α3 = α4 = 0 yields un-
satisfying results (see the green curves in Fig.B.9, B.10 and B.11). To proceed
further, one may notice that on the exactly computable case of a disk, we have, to
the second order in r and r

′:

H∗(r|r′) =
1

4A
(2r2 + 2r′2 − (r − r

′)2) (B.35)
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Figure B.10: Same domain as in Fig. B.9; the target is in (x/
√

2, x/
√

2),
and the source in (20, 25). The curves have the same meaning as in Fig. B.9.
The possible positions of the target (blue line) and the position of the source
(red cross) are schematized.

From this special case we can set the quantities α1/α3 and α2/α4 to −2. And we
finally have:

α1 =
1

A

Ky

Kx + Ky
(B.36)

α2 =
1

A

Kx

Kx + Ky
(B.37)

α3 = − 1

2A

Ky

Kx + Ky
(B.38)

α4 = − 1

2A

Kx

Kx + Ky
(B.39)

This estimation of H works quite well when compared to numerical simulations:
an estimate of its range of validity would be as long as the target is closer to the
reference point than it is to any boundary. Among the numerical simulation one
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Figure B.11: Same domain as in Fig. B.9; the target is in (30 cos θ, 30 sin θ),
and the source in (20, 25). The curves have the same meaning as in Fig. B.9.
The possible positions of the target (blue line) and the position of the source
(red cross) are schematized.

can find (Fig. B.8) a simulation for the discrete random walk, in a case where the
approximation works very well (target centered, with a domain almost isotropic).
We made three other simulations (Fig. B.9,B.10 and B.11) for the continuous
case, the domain being the quarter of the disk. We see that the central uniform
approximation clearly improves the accuracy of the estimation, and that the choice
made for the α coefficients gives good results.

B.4.2 Mixed uniform approximation

The goal of the mixed uniform approximation is to account both for a boundary
near the target and a source far away. The principle is to add to the basic boundary
approximation a quadratic correction similar to the correction used for the central
uniform approximation. The simplest case is the case of a planar boundary. In
this case, the main axes are clear: we can take the x axis in the direction of
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Figure B.12: Same domain as in Fig. B.9; the target is in (25, 2), and the
source in (25, x). Black curve: mixed uniform approximation; green dashed
curve: basic boundary approximation; blue dashed curve: H = G0; red
crosses: numerical simulations. The position of the target (blue disk) and
possible positions of the source (red line) are schematized.

the boundary, and the y axis perpendicular to the boundary, with y = 0 on the
boundary. To satisfy the boundary conditions, we must have y0 = 0, and α4 = 0.
For the rest we can use almost the same method as previously: we define

Kx =

∫

D
(x − x0)

2dxdy (B.40)

Ky =

∫

D
(y − y0)

2dxdy, (B.41)

and thus we have:

α1 =
1

A

Ky

Kx + Ky
(B.42)

α2 =
1

2A

Kx

Kx + Ky
(B.43)
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Figure B.13: Same domain as in Fig. B.9; the target is in (25, 2), and the
source in (x, 3). The curves have the same meaning as in Fig. B.12. The
position of the target (blue disk) and possible positions of the source (red
line) are schematized.

α3 = − 1

2A

Ky

Kx + Ky
(B.44)

α4 = 0 (B.45)

The numerical simulations (Fig. B.12 and B.13) show that this approximation
brings a significant improvement to the basic boundary approximation.

The case of curved boundary conditions is slightly more tricky; indeed, the
basic approximation used for inward-curved boundary satisfies −∆H = δ(r−r

′)−
1/(πa2), where a is the radius of curvature of the boundary. We define the axes the
following way: the point r0 will be the projection of the center of gravity on the
boundary (approximated by a circle); the x axis will be tangent to the boundary
at r0, and the y axis will be perpendicular. After that, we define Kx and Ky as
before, with x0 = y0 = 0, and set the α terms the following way:

α1 =
1

A

Ky

Kx + Ky
− 5

6πa2
(B.46)
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Figure B.14: Same domain as in Fig. B.9; the target is in (33, 33), and the
source in (x, x). The curves have the same meaning as in Fig. B.12. The
position of the target (blue disk) and possible positions of the source (red
line) are schematized.

α2 =
1

2A

Kx

Kx + Ky
− 1

12πa2
(B.47)

α3 = − 1

2A

Ky

Kx + Ky
+

5

12πa2
(B.48)

α4 = 0 (B.49)

The constant additional terms are set in order to ensure that, if the domain is a
circle, all the α terms are indeed 0 and we have the exact H. Indeed in the case
of a disk we get Kx = 5πa4/4, and Ky = πa4/4, with an area A = πa2. This
approximation has been tested by numerical simulations (Fig. B.14 and B.15),
and also gives good results.

For an outward-curved boundary we proceed similarly, except that the basic
approximation satisfies −∆H = δ(r − r

′), and thus the α terms have the same
expression as in the flat boundary case; this approximation has also been tested
by numerical simulations (Figs. B.16 and B.17)
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Figure B.15: Same domain as in Fig. B.9; the target is in (33, 33), and the
source in (45 cos θ, 45 sin θ). The curves have the same meaning as in Fig.
B.12. The position of the target (blue disk) and possible positions of the
source (red line) are schematized.
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Figure B.16: The domain is schematized: it is a disk of radius 25, modified
in its right-top quarter; the target is in (6, 6) and the source in (x, x). The
curves have the same meaning as in Fig. B.12. The position of the target
(blue disk) and possible positions of the source (red line) are schematized.
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Figure B.17: Same domain as in Fig. B.16; the target is in (6, 6), and the
source in (0, x). The curves have the same meaning as in Fig. B.12. The
position of the target (blue disk) and possible positions of the source (red
line) are schematized.



123

Appendix C

Computation of the

higher-order moments

C.1 Discrete case

In this part we will compute the higher-order moments of the FPT. To do this, we
start from an extension of Kac’s formula (see Appendix E), which is the relation
between the Laplace transforms of the first-return time (FRT) to the subset Σ,
averaged on Σ, and of the FPT to this subset, the starting point being averaged
over the complementary subset Σ̄.

π(Σ)
(〈

e−sT
〉
Σ
− e−s

)
= (1 − π(Σ))

(
e−s − 1

) 〈
e−sT

〉
Σ̄

(C.1)

Both averages are weighted by the stationary probability π, in the following
sense:

< ϕ(T) >Σ=
1

π(Σ)

∑

i∈Σ

π(ri)
∞∑

t=1

pi(T = t)ϕ(t) (C.2)

< ϕ(T) >Σ̄=
1

1 − π(Σ)

∑

i/∈Σ

π(ri)
∞∑

t=1

pi(T = t)ϕ(t), (C.3)

where pi(T = t) is the probability for the FRT (or the FPT, according to whether
the point i belongs to Σ or not) to be t, if the random walk starts from the point
i. To apply the equation (C.1) to the determination of the FPTs, we will use
the modified graph of Appendix A. We may then notice that the FPT from any
point of the graph (except target) is the same on the original graph and on the
modified graph: indeed, the behaviour of a random walk is exactly the same on
both lattices as long as they do not reach T , and what happens afterwards does
not matter. Moreover, the FRT to T is still the FPT from S to T , plus one. Thus
if we apply the formula (C.1) to the modified graph, Σ being reduced to T , we get
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the following relation between the Laplace transform of the FPT from S and the
FPT averaged over the whole set of points (without T ):

J
(〈

e−sT
〉
S
− 1
)

= (1 − J) (1 − es)
〈
e−sT

〉
Σ̄

(C.4)

J is still π(rT ). We must pay attention to one thing: the average over Σ̄ is
weighted by the weights for the stationary distribution of the modified lattice. To
go further we will have to consider all the modified lattices with T as target point,
the starting point being any point of the set. We will denote πi the stationary
distribution associated with the modified graph whose starting point is i, and
Ji = πi(rT ). Thus, we may note:

Ji

(〈
e−sT

〉
i
− 1
)

= (1 − es)
∑

j 6=T

πi(rj)
〈
e−sT

〉
j

(C.5)

From this, we may deduce the recurrence equation for the moments:

〈Tn〉i =
1

Ji

n∑

m=1

∑

j 6=T

(−1)m+1

(
n

m

)
πi(rj)

〈
T

n−m
〉
j

(C.6)

We may thus compute explicitly the second moment.

〈
T

2
〉
i
=

1

Ji

∑

j 6=T

πi(rj)
(
2 〈T〉j − 1

)
(C.7)

If we replace π and < T > by their values, we get

〈
T

2
〉
i
=

2N

Ji

∑

j 6=T

(
1 − Ji

N
+ JiHji − JiHjT

)
(HTT − HTj) −

1 − Ji

Ji
(C.8)

We then may use the value of 1−J
J , which we know:

〈
T

2
〉
i

= 2N
∑

j 6=T

(HTT − HT i + Hji − HjT ) (HTT − HTj)

−N(HTT − HT i) (C.9)

This equation is exact, but it is difficult to evaluate properly in the general case.
We will thus use approximations to evaluate this expression in the case of a 3D
regular lattice, with N large and the boundaries far from the target, at a typical
distance N

1
3 . We can thus neglect the term N(HTT −HT i) in the right-hand side

of equation (C.9). If we develop the rest of the formula, we get:

〈
T

2
〉
i

= 2N



NH2
TT − NHTT HT i + HTT

∑

j 6=T

(Hji − 2HTj)

+HiT

∑

j 6=T

HTj −
∑

j 6=T

HTjHji +
∑

j 6=T

H2
Tj



 (C.10)
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We can now drop the least important terms in this formula by evaluating the order
of magnitude of the various sums over j. We have (cf. Eq. (1.5)):

1

N

∑

j

Hij = H̄ (C.11)

Since G0(r) ∼ 1/r in 3D, and the corrections are, on the worst case,of the same
order of magnitude, we can see that H̄ scales as N−1/3. If we consider the sums∑

j H2
Tj and

∑
j HTjHji, we may first notice that:

∑

j

HTjHji ≤




∑

j

H2
Tj

∑

j

H2
ij




1/2

(C.12)

We thus only need to consider the case of (1/N)
∑

j H2
ij. And, for the same reasons

as above, we can see that it scales as N−2/3. Putting all this together, we have:

〈
T

2
〉
i
= 2N2

[
(HTT − HT i)

(
HTT − H̄

)
+ O(N−2/3)

]
(C.13)

It is possible to generalize this expression to higher-order moments; we will obtain
the following result, for a given n:

〈Tn〉i = n!Nn
[
(HTT − HT i)

(
HTT − H̄

)n−1
+ O(N−2/3)

]
(C.14)

We can prove this by recurrence: if this is true for m < n, then:

〈Tn〉i =
n

Ji

∑

j 6=T

πi(rj)
〈
T

n−1
〉
j

(C.15)

The others terms are negligible (their relative order of magnitude is at most 1/N),
and we will thus ignore them. We replace everything by its value, which gives:

〈Tn〉i = n!Nn−1
∑

j 6=T

(
HTT − HT i

+Hji − HjT

)(
HTT

−HTj

)( (
HTT − H̄

)n−2

+O(N− 2
3 )

)
(C.16)

Using exactly the same approximations as above (the computation is identical),
we get:

〈Tn〉i = n!Nn
[
(HTT − HT i)

(
HTT − H̄

)n−1
+ O(N−2/3)

]
(C.17)

As for the dependence with n of the correction, since we perform exactly the same
operation at each step n → n + 1, the correction will be proportional to n, which
may help estimate the validity of the approximation.

This computation fails for elongated domains: two main hypotheses are not
satisfied in this case, namely that the boundaries are at a typical distance N1/3,
and that the corrections to G0 have the same order of magnitude. The method
can not either be applied to the 2D case, since the terms 1/N

∑
j H2(ri|rj) are no

longer negligible.



126
APPENDIX C. COMPUTATION OF THE HIGHER-ORDER

MOMENTS

C.2 Continuous case

In the continuous case we can perform a similar computation. The higher-order
moments of the FPT at the target satisfy the following equations[42]:

D∆〈Tn(r)〉 = −n〈Tn−1(r)〉 if r ∈ D∗ (C.18)

〈Tn(r)〉 = 0 if r ∈ Σabs (C.19)

∂n〈Tn(r)〉 = 0 if r ∈ Σrefl (C.20)

Using a new time the Green function defined by Eqs. (2.4,2.5,2.6) and the Green
formula, we have

〈Tn(rS)〉 =
n

D

∫

D∗

G(r|rS)〈Tn−1(r)〉dd
r (C.21)

With the knowledge of G(r|r′) for all starting points r, it is possible to compute
the full distribution. In three dimensions, it is possible to find an expression for
〈Tn〉 similar to the one found in the discrete case. We will start from Eq.(2.17).
We can now compute the second moment, using the values for 〈T〉 and ρ0:

〈T2(rS)〉 =
2V

D2

∫

D∗

[G0(a) + H∗
TT − HTS + H(r|rS) − H(r|rT )] (C.22)

[G0(a) + H∗
TT − H(r|rT )] dd

r

To compute this, we will use the two following equations, equivalent to Eq.
(C.11) and (C.12) for discrete random walks:

∫

D∗

H(r0|r)dd
r = V H̄ + O

(
a2
)

(C.23)

∫

D∗

H(r1|r)H(r2|r)dd
r = O

(
V 1/3

)
(C.24)

This gives:

〈T2(rS)〉 =
2V 2

D2

[
(G0(a) + H∗

TT − HTS)
(
G0(a) + H∗

TT − H̄
)

+ O
(
V −2/3

)]

(C.25)
This result may be extended by recurrence to higher-order moments, in exactly
the same way that in the discrete case, which gives:

〈Tn(rS)〉 =
n!V n

Dn

[
(G0(a) + H∗

TT − HTS)
(
G0(a) + H∗

TT − H̄
)n−1

+ O
(
nV −2/3a2−n

)]

(C.26)
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Appendix D

Refinements of the continuous

theory

In this Appendix we will see how to improve the results of Section 2, provided we
know the pseudo-Green function H. The results we obtained in Section 2 are not
perfectly satisfying for three reasons:

• When the source and the target are close, the approximation works better
than one could naively expect, given that it does not satisfy Eq. (2.5) very
accurately. It would be interesting to understand why.

• The approximation lacks accuracy when the target is near a boundary.

• In the two-target case the accuracy is not very good when the two targets
are close.

We will successively treat these three points.

D.1 A better evaluation of G

To answer to the first issue, we will notice that the Green function we use could also
be used in an electrostatic problem: the source is equivalent to a point charge, and
the absorbing spheres are equivalent to conducting spheres set at a null potential.
We can thus apply the well-known method of images [27] to our problem. If we
have an image charge q

q(rS) =

{ − a
|rS−rT | ≡ a

R in 3D

−1 in 2D
(D.1)

placed on i(rS), located on the line between the center of the sphere and the source,
at a distance R′ = a2/R of the target, where R is the source-target distance, then
the solution:

G(r|rS) = ρ0(rS) + G0(r|rS) − G0(r|rT ) + q(rS)(G0(r|i(rS)) − G0(r|rT )) (D.2)
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Figure D.1: Picture of the real and image charges when the target is near
the boundary(+ = red plusses; - = blue crosses)

satisfies exactly the boundary condition (2.5) on the target sphere: we have, for
r ∈ Σabs

G0(r|rS)−G0(r|rT ) + q(rS)(G0(r|i(rS))−G0(r|rT )) = G0(rS |rT )−G0(a) (D.3)

However, this solution does not satisfy the reflecting boundary conditions, and we
will rather use the solution:

G(r|rS) = ρ0(rS) + H(r|rS) − H(r|rT ) + q(rS)(H(r|i(rS)) − H(r|rT)) (D.4)

which approximately satisfies (2.5), provided that we neglect the variations of
H∗(r|rS) and H∗(r|rT ) on the target sphere. With this approximation we get:

ρ0(rS) = G0(a)−H(r|rS) + H∗(rT |rT ) + q(rS)(H∗(i(rS)|rT)−H∗(rT |rT)) (D.5)

Note that the last term q(rS)(H∗(i(rS)|rT) − H∗(rT |rT)) can be neglected, since
the variations of H∗ over the target sphere are neglected. Finally, to find the Eq.
(2.17), the only condition is to neglect the variations of H∗ over the target sphere,
which will be a good approximation as soon as the target is far from any boundary.
If this condition is satisfied, the approximation for the MFPT is accurate, even if
the source is near the target.

D.2 Influence of a boundary

If the target is near a boundary, however, H∗ can no longer be considered as
constant over the target sphere. To have a good approximation of H, one must
decompose the function one step further:

H(r|r′) = G0(r|r′) + G0(r|s(r′)) + H∗∗(r|r′) (D.6)
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s(r) is the point symmetrical to r with respect to the boundary (which we consider
flat, the difference will go into the H∗∗ term anyway). What we do is simply to
explicit the image charges due to the boundary. These image charges will of course
have images themselves on the target sphere (see Fig. D.1), and we can thus write
the following expression for G:

G(r|rS) = ρ0(rS) + H(r|rS) − H(r|rT ) + q(rS)(H(r|i(rS)) − H(r|rT)) (D.7)

+q(s(rS))(H(r|i(s(rS ))) − H(r|rT)) − q(s(rT ))(H(r|i(s(rT ))) − H(r|rT))

Note that all images have to be inside the domain for this expression to have
a meaning: this formula is thus no longer valid if the target sphere touches the
boundary.

Finally, we consider that the H∗∗ terms and the terms like H∗(r|r′)−H∗(r|r′′)
where both r

′ and r
′′ belong to the target sphere vary slowly on the target sphere.

(NB: it is possible to decompose again the latter terms to improve the accuracy if
necessary) This leads, using Eq.(D.3), to the following expression for ρ0:

0 = ρ0 + G0(rS |rT ) − G0(a) + G0(s(rS)|rT ) − G0(s(rT )|rT )

+H∗∗(rS |rT ) − H∗∗(rT |rT ) + q(rS)(H∗(i(rS)|rT) − H∗(rT |rT)) (D.8)

+q(s(rS))(H∗(i(s(rS))|rT) − H∗(rT |rT)) − q(s(rT ))(H∗(i(s(rT ))|rT) − H∗(rT |rT))

If we note

K(r) = q(r)(H∗(i(r)|rT) − H∗(rT |rT)), (D.9)

we have the compact expression:

〈T(rS)〉 =
V

D
(G0(a) − HTS + H∗

TT − K(rS) − K(s(rS)) + K(s(rT ))) (D.10)

Here these K terms are not negligible since we do not neglect the variations of H∗

inside the domain.

We can see (Fig. D.2) that this expression indeed improves the accuracy of
the evaluation of 〈T〉. However, it is useless as soon as the target touches the
boundary (position x = −24 in the figure).

D.3 Two close targets

If we have two targets, the targets will influence one another. We note with a
subscript 1 or 2 the quantities (image position, image charge, etc...) associated
with each target. We go one step further than the basic picture with only the
source charge and the two charges in T1 and T2, by considering the images of these
charges (see Fig.D.3). The total charge into each target will still be equal to its
probability to be reached, which ensures that the Eq. (2.28) is indeed satisfied by
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Figure D.2: Zoom into the left-hand side of Fig.2.2; black solid line: basic
approximation (2.17), dashed blue line: with the correction (D.10).We used
the exact function H for a disk (B.17).

our solution:

G(r|rS) = ρ0(rS) + H(r|rS) − P1H(r|rT1) − P2H(r|rT2) (D.11)

+q1(rS)(H(r|i1(rS)) − H(r|rT1)) − P2q1(rT2)(H(r|i1(rT2)) − H(r|rT1))

+q2(rS)(H(r|i2(rS)) − H(r|rT2)) − P1q2(rT1)(H(r|i2(rT1)) − H(r|rT2))

It is of course possible to improve accuracy by taking into account the images on
the other target of these images, but the above expression will be satisfying in
most cases. It is also possible if necessary to take into account the proximity of a
boundary by combining the two approaches. However, with the above expression,
we obtain the following equation when checking G = 0 on T1:

0 = ρ0(rS) + H(rT1 |rS) − P1G0(a1) − P1H
∗(rT1 |rT1) − P2H(rT1 |rT2)

+K1(rS) − P2K1(rT2) + q2(rS)(H(rT1 |i2(rS)) − H(rT1 |rT2)) (D.12)

−P1q2(rT1)(H(rT1 |i2(rT1)) − H(rT1 |rT2))

We have a second equation if we exchange the indexes 1 and 2, and the third
equation P1 + P2 = 1 which enables us to find ρ0, P1 and P2. We can notice
here that the K terms are negligible, since the variations of H∗ over a target are
negligible. We can then find back the usual equation array (2.30) by replacing:

H1s by H(rT1 |rS) + q2(rS)(H(rT1 |i2(rS)) − H(rT1 |rT2)), and (D.13)

H01 by G0(a1) + H∗(rT1 |rT1) + q2(rT1)(H(rT1 |i2(rT1)) − H(rT1 |rT2)), (D.14)
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Figure D.3: Picture of the real and image charges when the two targets are
close

H02 and H2S are replaced in the same way. With these replacements, 〈T〉, P1 and
P2 satisfy Eqs. (2.31) and (2.32).

We see in fig. D.4 that these expressions indeed improve the accuracy of our
evaluations.
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Figure D.4: Zoom on Fig. 2.3 Red crosses: simulations; black solid line:
basic approximations; blue dashed line: with corrections (D.13, D.14). We
use the exact function H for a disk (B.17).
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Appendix E

Proof of Kac’s formula and of

its extension

E.1 The model

We use the notations of Chapter 1: R is an arbitrary finite set of points 1, 2, . . . ,N ,
with positions r1, r2, . . . , rN . wij is the transition probability from j to i, and we
assume that any couple of points i and j in R can be joined by at least one
succession of links with non-zero transition probabilities.

Among the points of R, we now arbitrarily define a subset Σ, and note the
complementary subset Σ̄. Practically, the following properties will mostly be in-
teresting if the number of points in Σ is much smaller than the total number N of
points, but it is not necessary for the definitions.

With the definitions, the Perron-Frobenius theorem [28] assures that there
exists a stationary probability π(ri), which satisfies:

π(ri) =
∑

j∈R

wijπ(rj) (E.1)

From now on, we will consider that Σ is absorbing, which means that the particle
is absorbed as soon as it goes to the subset. However, it may start from it and go
away on the following step without being absorbed. Thus, we state that, on any
state ri, the particle has a probability pd(ri) to be absorbed on its next step equal
to:

pd(ri) =
∑

j∈Σ

wji (E.2)

E.2 Obtention of the formula

Now, the probability p(ri, t) that the conditional particle is adsorbed exactly at
time t, starting from state i at time 0, obeys the backward equation:
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p(ri, t) =
∑

j∈Σ̄

p(rj , t − 1)wji (E.3)

if t ≥ 2, and

p(ri, 1) = pd(ri) (E.4)

As a result, the Laplace transform p̂ of p(ri, t) satisfies:

p̂(ri, s) − e−s
∑

j∈Σ

wji = e−s
∑

j∈Σ̄

p̂(rj , s)wji, (E.5)

where p(ri, 1) has been replaced by its value. We multiply this equation by
the stationary probability π(ri) and sum up over all i ∈ R. We notice that, from
(E.1) ∑

i∈Σ

wjiπ(ri) = π(rj) (E.6)

We thus obtain:

∑

i∈R

p̂(ri, s)π(ri) − e−s
∑

j∈Σ

π(rj) = e−s
∑

j∈Σ̄

p̂(rj , s)π(rj) (E.7)

We now define two kinds of average for a quantity ϕ(t):

(i) the volume average

〈ϕ(T)〉Σ̄ =
1

π(Σ̄)

∑

i∈Σ̄

π(ri)
∞∑

t=1

ϕ(t)p(ri, t) (E.8)

(ii) the surface average

〈ϕ(T)〉Σ =
1

π(Σ)

∑

i∈Σ

π(ri)
∞∑

t=1

ϕ(t)p(ri, t) (E.9)

where π(Σ̄) and π(Σ) are the respective stationary probabilities of the volume
and the surface:

π(Σ̄) =
∑

i∈Σ̄

π(ri) (E.10)

π(Σ) =
∑

i∈Σ

π(ri), (E.11)

and T denotes the absorption time, which corresponds to the FPT to Σ, or
the FRT to Σ, depending on whether the starting point is on Σ̄ or Σ. We thus
simply get from (E.7) the following equation:

π(Σ)
〈
e−sT

〉
Σ

+ π(Σ̄)
〈
e−sT

〉
Σ̄
− e−sπ(Σ) = e−sπ(Σ̄)

〈
e−sT

〉
Σ̄

(E.12)



E.2. OBTENTION OF THE FORMULA 135

or
π(Σ)

(〈
e−sT

〉
Σ
− e−s

)
= π(Σ̄)

(
e−s − 1

) 〈
e−sT

〉
Σ̄

, (E.13)

which is the extended Kac’s formula, relating the Laplace transforms of the FRTs
and the FPTs. Thus, for the first moment of T we obtain the very simple and
general result:

〈T〉Σ =
1

π(Σ)
(E.14)

(Kac’s formula [1])
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Appendix F

Simulation methods

F.1 Random walks

For random walks we use a method based on the exact enumeration method [34].
The exact enumeration method allows one to compute the exact distribution prob-
ability up to a given time: at each time step (t > 0), we compute the full probability
distribution of the random walker, using the master equation:

p(r, t) =
1

σ

∑

r′∈N(r)

p(r′, t − 1) (F.1)

p here is the probability of the random walker to be at position r at time t and
to never have reached the target site before. N(r) is the ensemble of neighbours
of r, which includes r itself if r is a boundary site. The initial condition is of
course p(r, 0) = δ(r, rS). Note that if we set T = S the algorithm will compute the
distribution of the FRT. After this first step, we have the probability distribution
p(t) of the FPT:

p(t) = p(rT , t) (F.2)

The last step of the algorithm is to set p(rT , t) to 0, and we can then proceed to the
computation for the time t + 1. This enables us to compute the exact probability
distribution, but of course the algorithm has to stop at a certain time. To go
further, we can notice that the tail of the probability distribution is exponential
(this corresponds to the highest eigenvalue of the transition matrix, the transition
probabilities to and out of the target being set to 0 to take the absorption into
account). If p ∼ e−γt for high enough t, then we can compute the distribution up
to a time t0, then estimate:

〈T〉 =

t0−1∑

t=0

p(t) +
p(t0)t0
1 − e−α

+
p(t0)e

−γ

(1 − e−γ)2
(F.3)



138 APPENDIX F. SIMULATION METHODS

The two latter terms correspond to
∑∞

t=t0
p(t0)e

−γ(t−t0). Since γ is small, its
order of magnitude being 1/N , they are approximated by p(t0)t0/γ +p(t0)/γ

2. To
estimate γ, we take

γ =
1

10
ln

p(t0 − 10)

p(t0)
(F.4)

(we took 10 steps and not one in order to avoid parity effects). To select t0, we
run a few trial simulations, with a large maximum time, and we determine the
minimal t0 which gives a result differing by at most 0.1% from the result obtained
with a larger t0. We add a small security margin, and then run the simulation.
We use similar methods for all the other quantities studied. The error on the
simulation results is thus guaranteed to be less than 0.1%! This algorithm was
also used for the random walks on the Sierpinski gasket. For random walks on
percolation clusters, another algorithm was used, due to the need of averageing
over the disorder.

F.2 Brownian motion

Unfortunately, for the Brownian motion, we do not have such an accurate algo-
rithm, and we thus used a Brownian-dynamics-based algorithm [11]: we average
the time needed to reach the target on n = 105 Brownian processes. To simulate
the Brownian motion, we use the following algorithm:

1. Find the distance between the particle and the nearest obstacle (target,
non-flat boundary).

2. Multiply that distance by a constant α (we used α = 0.2) to get a trial
typical step length.

3. If we are very close to a boundary, or very close to the target, this trial step
length would be too small. We thus add a lower cutoff to this trial step
length (we took 0.01 near the target, of typical size radius 1, and 0.2 near
the curved boundaries, whose radius of curvature was typically 25), and get
the typical step length rstep.

4. We use this step length to determine our time step tstep = r2
step. (we have

D = 1).

5. For each direction x, y, z, we add to the position a Gaussian random variable,
of variance 2tstep. To get such a variable, we use two random variables ν
and µ uniformly distributed between 0 and 1, and then the random variable
rstep

√
−2 ln(ν) cos(2πµ) is indeed a Gaussian with the required variance.

6. If we are outside the domain, we move the particle inside the domain, to a
position symmetrical with respect to the boundary.
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7. If we are inside the target, we end the process, otherwise we take another
step.

This algorithm is less accurate than the one we used in the discrete case, and is
computationally more expensive. Moreover, the study of the probability distribu-
tion of the FPT is delicate with this algorithm.

F.3 Continuous-time random walk and frac-

tionnal diffusion equation

The continuous-time random walk was simulated in a pretty straightforward way:
Simulations were ran over 1000000 random walks, and at each step the waiting
time was drawn from the appropriate distribution. Levy distributions were com-
puted according to the Chambers-Mallow-Stuck method [16]: if V is a random
variable uniformly distributed between −π/2 and π/2, and W is a random vari-
able, distributed exponentially (with an unit mean), then, for 0 < α < 1,

X = τ
sin(α(V + π/2))

(cos V )1/α

(
cos(V − α(V + π/2))

W

)(1−α)/α

(F.5)

is distributed according to a one-sided Lévy alpha-stable distribution
fα(t, τα cos(πα/2), 1, 0). At each step we will thus generate such a random variable
(we take τ = 1), and add them to get the total time. The distribution is obtained
by dividing the window into 1000 intervals, and counting the number of times the
first-passage time is in this interval.

A stochastic process governed by the fractionnal diffusion equation is simulated
essentially in the same way as a Brownian motion. The only difference is that,
at each step, instead of adding tstep to the total time elapsed, we add a random vari-
able, drawn from a one-sided Lévy alpha-stable distribution fα(t, tstep cos(πα/2), 1, 0).

This random variable is generated through (F.5), with τ = t
1/α
step.

F.4 Diffusion in percolation clusters

In percolation clusters a different method must be used to average both on random
walks and on percolation clusters. We simulate 100 to 1000 percolation clusters,
and, each time, simulate a single random walk, until we have the data for the
first-passage time from every point of the percolation cluster to every other point
in the percolation cluster. This means the random walk runs until it has visited
at least once all the sites in the cluster a first time, and, after having visited all
the sites, visited all the sites a second time. For each chemical distance, we then
average the first-passage time (divided by the number of points) on the couple of
points which are at this chemical distance, and then on percolation clusters.
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F.5 Lévy flights

The Lévy flights are simulated with the Chamber-Mallows-Stuck method [16]: if
X and Y are two random variables distributed between 0 and 1, then

Z = c
sin(βπ(X − 1/2))

[cos(π(X −−1/2))]1/β

(
cos((1 − β)π(X − 1/2))

− ln Y

)(1−β)/β

(F.6)

is a symmetric Lévy stable law fβ(x, c, 0, 0). To simulate the Lévy flight, we simply
generate a random variable with this law (we take c = 2 to avoid too many steps
where nothing happens), take a random direction, and select the nearest lattice
point. If the lattice point thus obtained is out of lattice bounds, the necessary
reflections are performed.
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Properties of the pseudo-Green

function H

The properties of the continuous Pseudo-Green function are well described in [4],
and we will just describe the properties of the discrete one. We consider the case
of symmetric transition probabilities. We define the discrete Laplacian operator:

(−∆)ij = δij − wij (G.1)

This operator is hermitian, which will be useful. We define Φp and λp the eigen-
vectors and (real) eigenvalues of the operator −∆, ordered from 0 to N − 1 in
increasing order. We have λ0 = 0, and Φ0 = 1/

√
N , with the usual normalization.

Since the operator is hermitian, we can take Φ∗
p = Φp. We define:

H(ri|rj) =

N−1∑

p=1

Φ∗
p(rj)Φp(ri)/λp (G.2)

This solution satisfies:

−∆H(ri|rj) = δij −
1

N
, (G.3)

which corresponds to the definition we used for H, and we thus found the solution
(up to a constant) to the equation (1.4) we used to define H. This shows that H
is symmetric in its arguments if W = {wij} is symmetric. To prove that the sum

H̄j = 1
N

∑N
i=1 H(ri|rj) is independent of j, we will simply sum up the equation

(1.4) over all i, and use the fact that H is symmetric. This gives:

−∆H̄j = 0 (G.4)

and H̄ is proportional to Φ0, and thus is a constant.
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Appendix H

Complement to the discussion

of the random trap model

The goal of this appendix is to estimate the difference between 〈n̄i
α〉1/α and 〈n̄i〉,

which are proportionnal respectively to the actual and naive typical MFPT for
the random trap model (see Eq. (6.6)) We will detail this estimate in the two-
dimensionnal case, the computation is similar in three dimensions. We approach
〈n̄i

α〉 by its Taylor expansion:

〈n̄i
α〉 ≃ 〈n̄i〉 +

〈ǫ2〉
2

α(α − 1)〈n̄i〉α−2 (H.1)

with ǫ = HiS − HiT We approximate H(r|r′) by (2/π) ln |r − r
′|, and go to the

continuous limit (we are looking for the high-N behavior). We have:

〈ǫ2〉 ≃ 4

π2V

∫ (
ln

|r− rS |
|r − rT |

)2

d2
r (H.2)

We then make three distinct approximations, depending on the position of r: if
r is close to rS, then we approximate |r − rT | by R = |rS − rT |. If it is close to
rT , we do the opposite. We use these approximations when |r − rS | < R/2 and
|r − rT | < R/2, respectively. If it is approximately as far from rS as it is from
rT , we make a dipolar approximation: if the origin set so that rS = −rT = Ru/2,
then

(
ln

|r − rS |
|r − rT |

)2

≃ 4R2

r4
(u.r)2 (H.3)

We use this approximation in what is left of the domain: in first approximation
we can consider that it is when R/

√
2 < |r| < d, with V = πd2. This gives the
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RANDOM TRAP MODEL

following rough estimation of 〈ǫ2〉:

〈ǫ2〉 ∼ 4

π3d2

(

2

∫ R/2

0
2πr(ln(r/R))2dr

+

∫ d

R/
√

2
dr

∫ 2π

0
rdθ

4R2

r4
cos2 θ

)

(H.4)

∼ 4

π3d2

(

4πR2

∫ 1/2

0
udu ln2 u + 4πR2

∫ d

R/
√

2

dr

r

)

(H.5)

∼ 16R2

π2d2

(∫ 1/2

0
udu ln2 u + ln

√
2d

R

)

(H.6)

We do not expect the constants to give more than an order of magnitude, given the
roughness of the approximation. However the global scaling should be good, and
suggests that 〈ǫ2〉 is bounded, and, since 〈n̄i〉 scales as ln R in two dimensions, the
relative correction (〈n̄i

α〉− 〈n̄i〉α)/〈n̄i〉α, which scales as 〈ǫ2〉/〈n̄i〉2, will be smaller
when the source and target are close, and when the domain is large. For a large
enough domain, it is possible to say that 〈n̄i

α〉 ≃ 〈n̄i〉α, and thus that the typical
time Ttyp is approximately N1/α〈n̄i〉τ0. In the three-dimensionnal case, a similar
computation gives 〈ǫ2〉 ≃ AR/d3 + BR2/d4.
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Résumé

Dans cette thèse, je m’intéresse aux propriétés de premier passage en
milieu confiné, dans le cas d’une diffusion normale ou anormale. Dans le cas
d’une marche aléatoire discrète et d’un domaine confinant rectangulaire ou
parallépipédique, des formules exactes sont obtenues pour le temps moyen
de premier passage, la distribution du temps d’occupation, et, dans le cas à
deux cibles, pour le temps d’absorption et les probabilités de “splitting”.

Pour un domaine confinant plus général, la méthode utilisée permet d’ob-
tenir des approximations utiles. Pour un domaine confinant 3D, il est également
possible d’obtenir la distribution du temps de premier passage. On étudiera
ces mêmes quantités dans le cas du mouvement brownien.

La deuxième partie est consacrée à l’étude de la diffusion anormale.
J’étudierai la distribution du temps de premier passage pour un modèle de
marche aléatoire en temps continu, ainsi que pour un modèle d’équation aux
dérivées fractionnaires ; le modèle des pièges aléatoires sera également étudié ;
enfin, je déterminerai, dans un cadre très général, puisqu’il inclut les frac-
tales, les vols de Lévy et la diffusion normale, la loi d’échelle respectée par
le temps moyen de premier passage en fonction des paramètres du problème.
Le problème à deux cibles sera également brièvement considéré dans le cas
de la diffusion anormale.

Abstract

In this thesis, I will study the first-passage properties in confined domains, in
the cases of normal diffusion and anomalous diffusion. With a discrete-time
random walk, and with a rectangular or parallepipedic confining domain,
exact formulae are obtained for the mean first-passage time, the occupation
time distribution, and, in the two target case, the absorption time and the
splitting probabilities.

In a more general confining domain, the method used leads to useful
approximations. In a 3D confining domain, it is also possible to obtain the
distribution of the first-passage time. These quantities will also be studied
in the case of Brownian motion.

The second part is devoted to the study of anomalous diffusion. The
distribution of the first passage time will be studied for a continuous time
random walk model, and for a fractional derivative equation model; the ran-
dom trap model will also be studied; and, finally, I will determine, in a very
general framework, including fractals, Lévy flights and normal diffusion, the
scaling law satisfied by the mean first passage time, as a function of the
problem parameters. The two target problem with anomalous diffusion will
also be briefly considered.


